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# = 说 HH 


ARK ANKE FE EAER AEE” Ж IMO) 由 来 已 
A.B% 1 š IMO + 1959 年 在 罗马 尼 亚 举 行 以 来 ,有 近 60 年 的 历史 ,其 影响 
越 来 越 广 泛 。 在 国际 数学 奥林匹克 的 推动 下 ,世界 各 地 的 数学 竞赛 活动 如 火 
如 茶 。 目 前 ,我 国 数学 竞赛 逐步 形成 了 从 全 国联 合 竞赛 ,全 国 中 学 生 数 学 冬令 
营 到 国家 集训 队 一 个 完整 的 竞赛 选拔 体系 。 

数学 冯 赛 作为 一 项 智力 活动 ,用 引 了 无 数 数 学 爱好 者 积极 参与 ,也 为 那些 
对 数学 有 浓厚 兴趣 和 有 数学 天 冉 的 学 生 提供 一 个 展示 自我 的 平台 ,是 发 现 和 
培养 数学 人 才 的 一 条 有 效 渠道 。 我们 欣喜 地 看 到 ,通过 这 项 活动 ,发 现 了 一 批 
数学 苗子 ,培养 了 一 批 数学 人 才 。 许 多 参与 竟 赛 的 优秀 选手 后 来 都 成 了 杰出 
的 数学 家 。 

总 体 看 来 ,我 国 的 数学 竞赛 体制 日 趋 完 善 , 它 的 一 些 功能 和 作用 也 日 益 凸 
显 。 随 着 高 校 招生 制度 的 改革 ,各 种 学 科 竟 赛 ,尤其 是 数学 竞赛 的 选拔 功能 越 
来 越 被 广大 高 校 所 认可 。 事 实 上 ,学 科 竞赛 已 经 成 为 高 校 自主 招生 和 选拔 人 
才 的 重要 途径 之 一 。 

我 们 本 着 为 数学 竞赛 的 普及 、 提 高 做 点 有 益 事 情 约 愿望 ,在 全 国 范围 内 组 
织 一 批 长 期 从 事 数学 竞赛 且 做 出 杰出 成 绩 的 一 线 专家 编写 了 一 大 “高 中 数学 
竞赛 专题 讲座 丛书 "。 丛 书包 括 人 初等 数论 》《 函 数 与 函数 方程 ?《 复 数 与 多 项 
式 》《 不 等 式 )《 组 合 问题 3《 排 列 组 合 与 概率 》《 数 列 与 归纳 法 》《 集 合 与 简 
LEA IRES TEIKEN IN EREE LEERE Z ER ELE E E EEES 
及 解 题 方法 ?13 种 。 

丛书 的 起 点 是 高 中 阶段 学 生 必须 章 握 的 数学 基本 知识 和 全 国 数学 竟 赛 大 
网 要 求 的 一 些 基 本 数学 思想 、 方 法 ,凡是 对 数学 爱好 的 高 中 学 生 都 有 能 力 阅 
读 。 丛 蔬 的 特点 是 : 


1, 充分 吸收 了 世界 各 地 的 优秀 数学 竞赛 试题 ,通过 对 典型 例题 的 解剖 , 传 
授 数 学 思想 方法 ,侧重 培养 学 生 的 还 辑 思维 能 力 ,不 唯 解 题 而 解 题 ; 

2. 本 着 少 而 精 的 原则 选择 材料 ,不 搞 题 海 焉 术 ,不 追求 大 而 全 ,而 是 以 点 
带 面 ,举一反三 ; 

3. 以 数学 修养 和 能 力 培养 为 立 塌 ,通过 深刻 剖析 问题 的 数学 背景 , 挖 据 数 
学 内 涵 , 培 养 学 生 的 数学 品格 和 解决 实际 问题 的 能 力 ; 

4. 在 注重 基础 知识 训练 同时 , 作 适 当 程度 的 拔高 ,对 参加 冬令 营 甚至 是 更 
高 层次 的 竞赛 都 有 一 定 的 指导 作用 和 参考 价值 。 

丛书 由 浙江 大 学 数学 系 教授 ,博士 生 导 项 .全国 数学 奥林匹克 竞赛 领队 李 
性 宏 策划 ;丛书 由 陶 平 生 、 苏 建 一 、 刘 康宁 、 边 红 平 主编 ;参加 编写 的 成 员 是 : 陶 
PERRE- HEF AP RFE ERP ZARI HER kE ER 
明 、 李 世 赤 、 沈 虎 跃 ,斯 理 炯 、 广 金龙 、 马 洪 炎 。 ` 

鉴于 我 们 的 水 平 有 限 , 书 中 的 不 受 之 处 敬 请 读者 批评 指正 。 
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参考 答案 


age 知识 扫描 


1. 整数 的 离散 性 ”任何 两 个 整数 r,y 之 问 的 距离 至 少 为 1, 因 此 有 不 等 式 <y 


2. 整数 的 奇偶 性 ”将 全 体 整数 分 为 蝴 类 ,凡是 2 的 倍数 的 数 称 为 偶数 ,否则 称 为 奇 
数 . 因此 , 任 一 偶数 可 表示 为 2m(mEZ) 的 形式 , 任 一 奇数 可 表示 为 2m 十 1 或 2m 一 1 的 形 
Ж. 奇 .偶数 具有 如 下 性 质 :(1) 奇 数 土 奇 数 一 偶 数 :偶数 十 偶数 一 偶数 ;奇数 士 侦 数 二 奇 
数 ; 偶 数 X 侦 数 一 偶 数 ;奇数 X 侦 数 一 偶数 ;奇数 x 奇数 = 奇数 . (2) 奇 数 的 平方 都 可 以 表 
示 为 8m 十 1 的 形式 ,偶数 的 平方 都 可 以 表示 成 gm 或 8m 十 4 的 形式 (mE Z). (3) 任 何 一 


MERR "都 可 以 写成 * 2"1 的 形式 ,其 中 m 为 非 负 整数 ,! 为 奇数 
з. 整数 的 整除 性 (DË albble Male (DE alb W al Deb. ир соЄ. =1, 


2. (DF ale 6920. abl eb. EZR. (OF alb M la) < |b. RH. alb, X 


bla W а= Eb. (a b ERR alcble W able. (60р 为 质数 , 若 plaraza "та, p g 
能 整除 c，， .中 的 某 一 个 . (7) 如 果 在 等 式 Lh 中 除开 某 一 项 外 ,其 余 各 项 


都 是 c 的 倍数 , 则 这 一 项 也 是 c 的 倍数 . (On 个 连续 整数 中 有 且 仅 有 一 个 是 ”的 倍数 . 


《9) 任 意 个 连续 整数 之 积 一 定 是 wn! 的 信 数 . 


4. 带 余 除 法 ” 设 a,6 为 整数 ,6 二 0, 则 存在 整数 9 和 ,使 得 a 一 bq 十 ,其 中 
о, Ф 

并 且 整 数 Mr 由 上 述 条 件 唯一 确定 - 

KRE M bg 是 不 超过 a 的 之 最 大 倍数 , 即 整数 9 А E bq Sa <b(q+ 1). r= a — 
bp WARA ось, 于 是 我 们 得 出 了 一 个 形 如 中 式 的 表示 . MOREA ER q Mr fE a 
=bq +r H ол НОН Бад) п ~r. FE bl п) {A 01 т | <b, 
аса 

5. 整数 的 尾数 函数 的 性 质 а 的 个 位 数 也 称 为 整数 a HERH Са), 
Gu) 也 称 为 尾数 函数 , 它 有 以 下 性 质 : 

(DG(G(o)) =G). 


(Gath: 

Gla *b ¢)=G(G(a) * СФ) + 
(4)6G( 102) =0,G( 10a +b) =60). 
(5% a—b= 10c, M G(a)=G(b). 


(6G(a*)=G(a') 4 

(DG(a*™)™ Ga), 
(GOO b 为 奇数 ,6: 为 偶数 时 ); 

(DGU ) зе 为 偶数 ,6b: 为 奇数 或 bh 为 偶数 ,b 为 偶数 时 )， 
Go эс bı 为 奇数 ,bb 为 奇数 时 )。 


Q aman 


例 1 Rabe ERERKEN af Hb с +3SCabt3b+2e(a,b.c€ 7). 
分 析 利用 整数 的 离散 性 及 配方 法 . 

解 ” 由 题 意 ,整数 a,b,c WE + +с+3<аЬ+35+2с, 

Mate +2 +4<а5+3Ь+2с. 


+$) te= <0. 


=" 


小 于 (一 1)1, 故 而 


W2 BFS +1020. ЕЙ: тл, Е,|(Е„—2). 

分 析 题目 所 证 的 式 子 为 2 十 112” 一 1, 应 联想 到 先 证 明 2” 一 1127 一 1, 再 利用 
==- ° 2” + D ,证 明 原 命题 . 

证 明 首先 将 +* 一 y 分 解 因 式 , 即 

уау) (i туут ус Ф 


(nr. 


,这 些 数 的 分 子 都 是 ,分 母 都 


分 析 由 于 1+ 


1, == 
I nmi’? я—2 2002) 
该 想到 用 配对 法 做 此 是 
EW атор) т! друг OTDA, 


Jp kD aD Сета DL 
кисы m>0. 


а) 601 


кыр 
нео ei 


п n 
=D Rn) үе = 


BaD laD aD! т) 
所 以 wnl (р +i) > 

例 4 UE min 为 正 整数 ,m 记 2. 证 明 :(2" 一 DKM2" 十 1). 

分 析 与 证 明 《1)n<m Hm>, BRA 2—1>2°+1, 
故此 时 2" — 112" + 1. 

CD n=m в, 


-Ap 


шү +ї<?='—2ф1<? 
所 以 此 时 27—1%2°+1. 
(DH " 玫 时 ,可 以 用 带 余 除法 转换 到 上 述 特殊 情形 . 
设 m=mg+r'0s<r<m, 而 9>0， 
由 于 2 十 1 一 (2 一 1)2 十 2 二 1 
而 (2" 一 D)1(2m 一 D,(2" 一 DC2 十])( 因 0<r<m)， 
从 而 当 > 严 时 有 2" 一 if2" 十 1. 
综合 (1),(2),(3) 得 2" 一 IT2" 十 1. 
WS E axo Foy: 是 形 如 ar+by(a,b 不 全 为 零 ) 的 整数 中 最 小 的 正 数 , 试 证 明 ; 对 
任意 整数 zx,y EF aro Foy, lar+by. 
分 析 与 证 明 ”对 任意 整数 r,y 存在 叭 一 的 gr 使 wz 十 0 一 (az 十 by)9 十 r,0<r< 
ах» Бу. 
着 r0,MD0<r<ar Fh B габ req) +o уф), 
而 x 一 xo4 š у— уф 均 为 整数 ， 
Hr 是 一 个 比 ar。 十 bys 还 要 小 的 形 如 ar 十 by 的 正 整数 . 
这 与 a 十 byo ЛЕН A. 
因此 , 必 有 r 一 0, 故 azo 二 bye |ar 十 by. 
例 6 设 nEN, ,求证 :51213 2n 十 24n 一 
分 析 设 (O) =3" —32n' +24n— 1, АЕ 512| f(n) ,我们 可 运用 遂 推 思想 转 而 证 明 
51217(D ,以 及 5121(F(n+1) 一 foD)nEN， 
EM ik 0н) 379 — 328° 241—1, 
因为 /CD 一 0, 则 5121/61): 
X fo fo) 
= (3! —32(n + D+ 24(n+ — D (3"— 32n + 24n— 1) = 8(3" —Bn— 1), 
因为 512 一 8X64, 族 只 需 证 明 64| (3 — 8—10). 
设 wm) 一 3 一 8 一 1， 
因为 &G) 一 0, 则 64100. 
X кби+1)—к(з)=—(3*°'—8(и+1)—1›—(3"—8я—1)=8(3*—1)=8(9°—1) 
(9—1) (9° 19H H1) 
AC Fg Hat), 
TASA g+ Dg) 
ТЕ 64 ко) ,因此 512| fw. 
例 7 证 明 :对 于 任何 正 整数 ”和 上 . 数 fnk) = 2n" + án +10 都 不 能 分 解 成 若 十 


To 


个 连续 的 自然 数 之 积 . 
分 析 看 到 * 连 续 的 若干 个 正 整数 "就 应 该 想到 "连续 的 ”个 正 整数 之 积 被 ”! 整 


证 明 RREH /tn,*) 不 能 被 很 小 的 一 个 正 整数 整除 即 可 . 
由 fO.) Зи зне — n +n’ +10 
S30 нз) тоё +1)+1. 

XR 3\3" Ft 3) 03100 DOP FD + w 

Зп) ,因而 f(n,k) 不 能 分 解 成 三 个 

再 证 明 /(n.k) 不 能 分 解 成 两 个 连续 正 整数 的 

由 上 知 ,fln,k)=3g 十 1(gE N- ), 因 而 只 需 证 方程 39 十 ] 一 x(x 十 1) 无 正 整 数 解 . 

分 别 将 z=3r,3r 十 1,3r 二 2 代入 上 述 方程 中 ,x(z 十 1) 均 不 是 3q+ 1 型 的 数 

故 fn,k) 对 任何 正 整数 ,都 不 能 分 解 成 若干 个 连续 的 正 整 数 之 积 . 

例 8 求 最 大 的 正 整数 <, 使 得 对 每 一 个 正 整数 ,都 有 工 能 整除 7" 十 12y 一 1. 

分 析 由 于 7* 十 12y 一 1 随 y 的 增加 而 增加 , 当 y= 1 时 , 取 最 小 值 18, 因 此 由 x1(7” 
+l2y 一 D ,得 xi18, 故 x 是 18 的 约 数 .又 因 当 y=2 
三 3 时 ,十 12X3 一 1=378==18X21, 都 和 有 1817" 十 12y 一 1, 故 猜测 符合 题 意 的 r— 18. 

解 ”采用 数学 归纳 法 , 当 y=1 时 ,猜测 成 立 . 归纳 假设 当 y=k 时 ,猜测 为 真 , 即 18| 
77 十 124 一 1), 则 当 y= 十 1 时， 

PIHI =I =7 +12814 6X7 12 (7'+124—1)+6(7*++2). 

由 归纳 做 设 , 知 7 十 124 一 1 能 被 18 整除 

因此 ,只 需 证 明 7 十 2 能 被 3 整除 . 

事实 上 ,7 一 (6 二 1 
+C вс 

вов ес o + 

ГОЗ. AKT 2 REE 3 EER. 

内 此 ,由 ys: krl Rf, 18| 07777 12064-1) 一 1) ,从 而 用 归纳 法 证 明了 此 题 . 

例 9 证 明 存在 无 穷 多 个 正 整数 ,使 得 nj2" 二 2.n 一 112" 十 1. 

分 析 处理 无 穷 这 类 问题 ,大 致 上 有 两 种 方法 :其 一 是 反 证 法 , 即 假设 只 有 有 限 多 
个 ,能 使 其 导出 矛盾 ;其 二 是 构造 法 ,可 构造 出 “无 穷 " 多 个 自然 数 满足 题 中 要 求 . FER 
用 构造 法 - 

证 明 显然 ,212 十 2 (2 一 1)12 十 1 

假设 存在 EN- ,使 中 2 十 2.n 一 112" 十 1， 

fh T n|2" 2, 2 [n $n. 


以 上 的 连续 正 整数 的 乘积 


“+OTD +1, 


P 


由 一 1|2" 十 1, 知 存在 kEN, ,使 2 十 1 一 (一 1)&. 其 中 ,2 一 1)，2h. 

故 27 7 十 1 “+1=(2 +DmmEN,， 

FEZ +11271. 

З ра 2, W| 27291027922), 

由 于 nj2" 十 2,4hn, 则 2" 十 2 二 mzwt 9.2 

WAZH 

FR, |272,0 10291,21, а В, s 2721 
(a+. 

因此 ,由 mw 一 2 可 生成 2: 十 2 一 | 
符合 题目 要 求 的 正 整数 x. 

例 10 试 求 出 所 有 的 正 整 数 abc, 其 中 1<a<b<c, 且 使 得 (ao 一 1)(0 一 1)(c 一 1) 是 
abc 一 1 的 约 数 . 

分 析 与 解 ” 依 题 意 ,存在 kEN, 使 

abe=1=k(a—1)G0—1D(e-D Ф 

由 整数 的 离散 性 ,有 ар 1,0—2, 

КСЕ) ба (= De- D= Саве 19 ба 0001000) 

=ab+be+ca—a—b—c™a(b—1)+b(e—1)+e(a—1) 

29616-10) +062) 6366—1021 
=De). 
所 以 (一 1D)(a- 1)< 
REW ath D 66е D еба 10220, 
MD REI ВОГО 0 * (a= D= Җ(#—1)‹а—1)—2. 
(1) 著 (4 一 D(a 一 上 D>] 成 立 , 则 二 a 二 2. 
这 时 ,中 式 左边 为 奇 ,右边 为 偶 , 蔬 盾 . 
(2) 若 (4 一 D(a 一 DD 一 2 成立. 则 a=3.k 一 2 ° 
а= 
将 加 代入 加 ,得 3be 
В Бс 46+0) +16. 
又 由 >b ibA 
所 以 b=5,c=15. 
同样 ,将 国 代 入 中 中 可 求 得 6 一 4,c 一 
经 检验 ,得 a 二 3,5== 
例 11 设 户 是 质数 ,整数 了 


МЗ 


十 2, 且 (2" 十 1)1 


十 2 一 66,2 十 2…… 如 此 下 去 ,可 以 得 到 无 穷 多 个 


(6= (e1 =4(be~b—c+ 1), 
11, 即 (6 一 4)(c 一 4 


vc 一 4=11， 


+ 除 以 户 的 余数 相 


аЙ r Fy ИШ r+ y = 整除 
分 析 шШо<т<\у<г<р,Ж r 除 以 p HREM FEM TATE z. 

ул: 与 pp 的 关系 ,如 p| OF — у?) SF 利用 这 些 关系 ,分 别 可 以 推导 出 p 与 7 十 y 十 zx, 记 

y Hr 之 间 的 整除 关系 ,进而 得 出 (Tf 十 y 十 z) 1с +y H), 

EM 由 已 知 条 件 Fy r RA p 的 余数 相等 

TWE рау) ВШ р уа # zy Fy, 

由 于 0<r<yc<pvp 为 质数 , 故 |r 一 ?| 一 户 故 p| r— y|. 

ИЖ, pl луу. 

MET pO yate 

pla reta), 

DO pila tryty (у tyt) 

В ріст асу). 

同上 面 一 样 可 证 明 pf(z 一 z). 所 以 pl (r+ y+ 2). 

ёш Оу rs р. r+ yt == p Ж 2р. 

由 p>3, 则 (2,p)=1 

而 xz 十 y+z 和 :十 除 以 2 的 余数 相同 . 故 只 须 证 р-у), 

HO р|Гх(т+у++у 

FH. ply ass 图 

СЕ pl yz ® 
اض‎ ry. ® 

理由 四 一 图 可 得 p13 二 六 十 #3) DL pl Cr + yî Fe, 

Matyt laty 


XE mota 


1. t abesd 为 整数 ,(a 一 c)1(ab+cd). 则 (a 一 c1(ad 十 bc). 

2. 设 at 都 是 正 整 数 ,a: 十 ab 十 1 被 好 十 a6+1 整除 ,证 明 :a 一 6. 

3. 在 已 知 数 列 1,4,8,10,16,19,21,25,30,43 中 ,相仿 若干 个 数 之 和 能 被 11 整除 的 
数组 共有 多 少 组 ? 

4. (第 32 局 美国 教学 奥林匹克 ) 证 明 : 对 每 个 正 整数 ,存在 一 个 可 以 被 5" 整除 的 
位 正 整 数 , 它 的 每 一 位 上 的 数字 都 是 奇数 - 

5. 求证 :将 任 给 的 12 个 不 同 正 整数 用 适当 运算 符号 (如 十 、 一 、X 


eeə 


?连结 起 来 ,所 


— 


得 的 结果 一 定 有 20790 的 倍数. 

6. abed Rê &,0<а<%<с<4,Е ай=һс,а+4 
Жав. 

7. атп >LT, 

B. (第 20 BPH зи A) E. ааа) Ва 
MË pau- 的 质 因子 , 则 p ЕЖ (а БЖИ. 

9. 设 nar BIRLA aytay ts + 
жуу, = булу Бл, =o. n tk. 

10. 将 前 2m 个 自然 数 随 意 写成 一 行 ， ,然后 求 出 每 个 数 与 
它 的 号 数 之 和 ,得 到 2n 个 和 数 ,再 用 2n 分 别 去 除 每 一 个 和 数 ,得 n 个 商 及 余数 ,求证 : 
至 少 有 两 个 余数 相间 . 

ll. 设 a.b 是 大 干 1 的 正 整 数 ,(a,b) 一 1. 证 明 : 有 唯一 一 对 整数 r,s, 满足 ar 一 bs 二 
1,Я 0<r<b.0<s<a, 

12, 哪些 连续 正 整 数 之 和 为 63? 求 出 所 有 解 . 

1з. (2005 年 意大利 教学 奥林匹克 ) 证 明 :在 任意 18 个 连续 的 且 小 于 或 等 于 2005 的 
正 整数 中 ,至 少 存在 一 个 整数 能 砚 其 各 位 数字 之 和 整除- 

14. (2005 年 保加利亚 国家 数学 奥林匹克 ) 设 asb. 是 正 整数 , 且 аре 一 c 1), 
十 1) 1(a 十 .证明 4 沙 中 有 一 个 数 等 于 <, 另 一 个 数 等 于 已 一 < 十 1 

15. (2005 年 克罗地亚 国家 数学 竞 塞 ) 求 所 有 可 用 十 进 制 表示 为 137y45< 
ЕЮ Р ту: 为 未 知 数 . 


正明 :m|n. 


sa =la, =a, Ка, 证 


且 能 被 792 
$1.2 最 大 公 因数 和 最 小 公 倍 数 


эше 知识 扫描 


1. 欧 几 里 得 算法 ” 设 4a,b 为 整数 ,b>0. 按 下 述 方式 反复 作 带 余 除 法 ,有 限 步 之 后 必 
然 停 止 ( 即 余数 为 零 ): 


Ф: _ 


p ros Or <b; 


rq tri OEN res 


патта 
Ф 


аал, Or rs 


rass Fra Ta 

JI] (a,b) = (ro sb) = (тот) е = (ra r) =, 

Е.Н ro vrs HERK, Н r >r >r "=0, 

Ете 3 

2. ШЕК Ша. В di(a,6), 则 (a,5) 二 d 的 充 要 条 件 是 存在 整数 vv， 
使 得 aa +b = d. 

给 定 a,b, 欧 氏 算 法 不 仅 能 (在 有 限 步 内 ) 求 出 (a.5) ,还 可 证 明 方程 

watu, ° 
有 一 组 解 wyv, 并 能 实际 地 求 出 一 组 解 . 具体 做法 是 将 欧 氏 算法 倒 推 回 去 :由 四 中 倒数 第 
Zab =r ==r,-: 一 r,-19,， 这 就 将 (a,5) 表 示 成 7。-，X 整数 十 r.-; X 整 数 "的 形式 ; 
用 外 中 倒数 第 三 行 "，， CA EC. ri aD Srn (а 
9.) "39, В Са DRRR ERC ras X BEC" ROJE ЗС EET, RSE ER OD 
中 一 组 解 ur. 

з. 最 大 公约 数 和 最 小 公信 数 的 定义 及 性 质 Hab 是 (有 限 个 ) 不 全 为 零 的 整 
数 , 则 同时 除 尽 a... 的 整数 (如 士 1) 叫 做 它们 的 公约 数 (或 公 因子 ), 非 零 整数 的 约 数 

тес 的 公约 数 有 有 限 个 , 其 中 必 有 一 个 最大 的 ,我 们 称 它 为 ob 


` +e 的 倍数 的 数 称 为 它们 的 公 倍数 ,最 小 的 正 的 公 售 数 
叫做 最 小 公信 数 , 记 为 [ab,…'，c]- 

下 面 介绍 最 大 公约 数 和 最 小 公 售 数 的 一 些 性 质 . 

(Da 和 的 任 一 公约 数 都 是 它们 最 大 公约 数 的 约 数 ; 

(2)m€ N, M lam, bm) =mta b); 


OE ab RAK (£, 2) 2 


“8308.2 c= ar T 
С а, sas ssa, EEn TERE, ШЖ (a, sar) = crs lesas) =з «(Ca sa, 


=en Мба a, sa.) es 


(Dita Ж» ут H K.W ab 也 与 m ERMS m 互 案 的 整数 关于 乘法 封闭 ,一 


般 地 ,如 果 ui заза, Bj Ej m ЕЖ. aaaea, 与 m ER: 


(OF blac, (6,0—1. blas 

(DË а,Ь) =1, (ac ,b) = (сз 

(DOF m EER alm blm Га, Рт, ËD а,Ь 的 任 一 公 倍数 是 其 最 小 公 倍数 的 倍 
数 ， 

(DF m 是正 整 数 , 则 та 5] (ma mb]; 

(l0)(a,b)[a,b]=lab| ,特别 地 , 若 (a,b) 二 1, 则 [a,bj== |ab|; 

CIDER bı bı ,Ь, 是 两 两 互 紊 的 正 整数 ,e 是 任意 整数 , 若 六 ja(i 一 1,2, оло] 
名 名和 ia, 因此 特别 地 ,两 两 互 素 的 正 整 数 的 最 小 公 售 数 等 于 它们 的 乘积 ; 

CHAU an va: -是 任意 个 正 整 数 , 若 [al за, =m [m a] =m 
a,]= т, „Са, за 


Ст. 


(ТҮ 


#1 (1) 设 是 正 整数 ,证 明 :(21n 十 4,14n 十 3) =l DEH! +1,(я+1)! + 
тоса F,=2” +1,e20,1EN 3} mAn (FF) = 1. 
分 析 (10C2) FB HEK SKE tk BO оГ , (3) EK Y RO FR. 
证 明 (1) 巾 欧 氏 算法 ,得 
(21nt4,14nt+3)= (21n+4—14n—3,14n+3) 
一 (7n 十 1,14n 十 3) 一 (7n 十 1,14n 十 3 一 2(7n 十 1)) 
一 (7n 十 1 =l, 
《2) 由 于 (na 二 ln+D1 十 D=1， 
所 以 (nl H a+! ADE! HDHD. HD! +1) 
=((n! -+l)(n+1)—(n+1))! —1.(и+1)| +1) 
=n nt DI +1). 
十 1 的 最 大 公约 数 ， 


Шан! 二 1 与 (n+1 
HERM dln B dln 
RAH ао HD d=. 
Mn! 1,0900 +D=1. 
《3) 由 上 一 节 例 2 可 知 , 对 于 mm>m 
有 FE,|(F- 一 2)， 

即 存在 整数 了 使 下 .一 2 一 zF. 

M Fare F,=2. 


o 


l 
Шай 
设 d=(F。,F.), 由 FF. 一 xF.=2 推 出 d|2, 所 以 4 一 1 ж 2.{Н F. 显然 是 奇数 . 
FY d=, MCF, F =1. 
例 2 шаани аи, ED раро но. 
分 析 因为 (nan 十 1) 一 1, 故 可 考虑 分 别 证 明 12014-28 +n), (nF DIZ HF 
2н). 
证 明 问题 等 价 于 证 明 пон 1012010204). 
对 于 正 整数 yA 
дву уб 1. 
ауу, 
И) 
=H DOH н 0 Сп +2m, 
可 知 n |2619 HD Hes HP), 
同样 ,由 201920 а AHH Hn DH 10), 
арса 1201820 н), 
X(n.n+1)=1,WD n+ 12а" 


ЕС зу суо), 


аен), 


Вр роон, 


例 3 数列 1001,1004,1009 的 通 项 是 十 1000, 其 中 n€ N. . 对 于 每 一 个 ,用 
d. 表示 a, Зал ЕКЕЖ Ж а, 的 最 大 值 ,其 中 取 一 切 正 整 数 . 

分 析 与 解 ik d,= (10004 n ,1000 + (n+ 10°), d, |10007) ,а, 1010004 (n + 
102), Я d, | (1000+(я+1)#*—1000—я'›, 

BD d.| (2n+ 1). 

XR 2(1000+n') =n(2n+1) +2000—n, 

ЖД 4,1(2000— я) „а, | ((2n + 19 +202000 — п) „р а, 14001. 

所 以 1<4,<4001. 

XK f n=2000 时 ,有 1000 +n? = 1000 + (2000): = 1000 + 4001, 1000 + (n + 1)" = 
1000+(2000+1)*=1001 • 4001, 

所 以 d 能 得 到 4001, Bi Cd, na, = 4001. 


例 4 正 整数 ovaz,…,ase 的 和 为 999, 令 了 为 aa,…vaw 的 最 大 公约 数 , 问 d 的 
最 大 值 为 多 少 ? 

分 析 由 a, 宇 d,(i=1,2,…,49) 以 及 4 是 999 的 约 数 , 可 以 确定 d 的 取 值 范围 , 逐 
~ 检验 排除 后 即 可 得 到 符合 题 意 的 d. 


解 HIT = а зазнав) dl (a Far Tas), BD 41999. 


„ Ф 


ж d 是 999=3° + 37 的 约 数 . 
又 因为 dl as , k= 49, 则 a >d, 


于 是 必 有 999=a, Fa, +--- Fag 2494 ,489 d: 


又 由 dd 是 999 的 约 数 可 知 d 只 能 是 1,3,9 
又 因为 999 能 写成 49 个 数 的 


其 中 每 一 个 数 都 能 被 9 整除 ,所 以 4 的 最 大 全 为 9. 


WS @5.—Ўое+'›,Ж S, 与 $, 的 最 大 公约 数 


分 析 与 解 тез = +1 =2. 
Бу (FID (2 6279-25 81 
233737266 
Smeti 
巾 此 狂想 2(01 十 2 十 
下 耐用 数学 归纳 法 证 明 . 
三] 时 ,显然 成 立 . 

假设 "一 《时 ,四 式 成 立 . 
对 于 wk 十 1 时 ， 
БИЕ HD HDHD 


2.042, 
(+2+39. 
01924394)". 


еко жаяр канк) 


САВО вО DD 


1 
НИНИ. 
ккк")! 


[12H AHD]. 
"RHI 时 ,站 式 成 立 . 


所 以 
于 是 对 所 有 自然 数 ORR. 


жнт 


шй.5.-?2[' A 
CDM n=2k ht. 

d =(5,.5,) 
aE 
=LA] 


ar SECGE+1) 
[3 


Ф'(2&++1)',2 + BIR C6H1). 


Ф. 


ВАСА БТ ,66—1) =1. d= CORHI, 
б 3+1 B 


所 以 4 =2 + вн 


H RAUHA 


(DM n= DRE I Rf, 

S.=2[OQ2k-+ CEH DJ'S, 一 203(24 十 1)(3k 十 2 

因为 (34+ 2,24 十 1) 一 1,(34 十 2 人 十 1) 一 1, 所 以 d= HDO, 

63042 8,1301), d= 2л + 3' = 162°. 

M FEED Hrd =n. 

例 6 ERK a Mb ERAEN atha HO 的 最 大 公约 数 等 于 1 或 2. 

分 析 设 d 为 a+b 和 a* 十 bt 的 最 大 公约 数 ,由 本 (a 十 有)? 一 (a +b) = 2ab 及 2a(a 
+by—2ab=2a' ,可 知 4124.9 4|2 ЙРЙ (ab) = 1. THIER. 

ЫМ Шаа ать КАН. 

WA diat „а |а), 

PIH (a+b) Са? +) = ubi 4125. 

NINH 2аба Fb) =~ 2аь= 2a" ,2b(a +b) —2ab = 207. 

所 以 d|2a 412, 

因此 ,d № 2a fü 2 的 公约 数 . 

由 题 设 ,ta,b) 三 1, 则 有 (@? 67) = 1. 

所 以 2a 和 24 不 可 能 被 大 于 2 的 数 整 除 . 

因而 а<2. 

Ml a+b Ча 的 最 大 公约 数 是 1 或 2. 

例 7 两 数 之 和 为 667, 它 们 的 最 小 公 傍 数 除 以 最 大 公约 数 所 得 的 商 等 于 120, 求 这 
两 数 . 

$A ” 遇 到 这 类 最 大 公约 数 与 最 小 公信 数 有 等 式 关系 时 ,一 般 设 题目 中 两 数 为 ,>y， 
ату КА зат ут dy ,最 小 公 倍数 为 dz,y, 则 可 建立 关于 dz у, 
的 方程 ,从 而 解 出 x vy. 

М ERKE r My Н d= (ry), 

х= ,y=dy С 


тг 
HE f dr + yı) =667, Ф 


„Р 


лу, 


J 


20, Ф 

Hi zıyı =120=2° 3 + 5,4 667—1. 23 + 29, 

BHD. ONH x =8,у, 15,8 r: =24,y; 

相应 地 di — 29.4, 23. 

因此 ,所 求 的 数 有 两 组 

二 232,y 一 435 Җ r: =552, у, =115. 

例 8 设 [r,s] 表 示 正 整数 r 和 s 的 最 小 公 售 数 , 求 有 序 三 元 正 整 数组 (a,b,c) 的 个 
数 , 其 中 ,[a,5]=1000,[5,c]=2000,[c,a]==2000. 

м 8[а,6)= 1000.[6,с]=2000,(‹,а]=2000 知 a,b,c 38839 2" + 5° 型 的 数 . 

RU a= +5%, *5%. 

由 [ay, 妇 一 25， 5 Cbe] 5' 及 最 小 公 倍数 的 性 质 可 知 ， 


max{m отг) = 3 тахт, оту =4 


maxim, от) = 4, max{m sn} > 

maxim sm} = З,тах(л m) =3. 

HFT оту 4 от, 和 m; 中 必 有 一 个 是 3, 此 时 , 另 一 个 可 取 0,1,2 或 3. 

不 计 重复 ,一 共有 7 种 不 同情 况 . 

从 而 满足 本 三条 件 的 数组 (ea,b,c) 共 有 7X 10=70 个 

HI JHOm.n) ЕВ m 和 "的 最 大 公约 数 , 若 在 各 项 都 是 正 整数 的 数列 {a,} 
中 ,对 于 任何 jAi REI Caa D I Gj) ERA ENA a, =. 

分 析 MAM jki kE ZIRA PTER ila DREE a, >i 不 成 立即 可 

证 明 HEW jA a WH la ra.) = 01,20) =, В ia, 

下 面 证 明 a, 

Жас. Са, за) = Сай) =. 

另 一 方面 ,有 (a га) =a, >i. 

上 面 两 个 式 子 相 矛 盾 ! 于 是 只 能 有 a, 

例 10 FF naira ssa, Ж 
的 最 小 公 倍数 不 超过 ,证 明 对 于 Ii 

EM ”我们 对 ; 用 数学 归纳 法 - 

(CD i=1 В}, а, <, ВТШ =1 时 成 立 ; 

(2) 假 设 结论 对 不 大 于 ;一 1 的 正 整数 都 成 立 . 

车 对 于 某 些 整数 p а Гала.) pa.: 二 ga.， 

因为 >a g> p 


фр, 


~0, 且 对 于 所 有 的 i 和 j,a, Ма, 


如 果 q <i MW ia >i>q.G— Dip Ê 


由 归纳 假设 可 推出 ia, 一 9-а, 


MR аст НАВО Ж га, да, = Газа, )<п. 
于 是 结论 对 i 成 立 . 
由 (1)、(2), 对 所 有 Skia Sn RE. 


п м, 51,2, 


以 的 最 小 公 倍数 (如 M, 一 1,M: =2,M, =6,M, =12,M; = 


80,М, =60) ,对 什么 样 的 正 整数 mp,M- 成 立 ? 证 明 你 的 结 
解 若是 某 个 质数 的 于 , 则 
n= pp 是 质数 . 
W M, 一 [1,2 l,.nj=[M.-,.n)=[M.-,.p']= РМ, 


此 时 M,- # M.. 

车" 不 是 某 个 质数 的 宏 , 设 
n=ab,1<a<n,1<b<n, W 
аа) = 1. W a| M,- b| M.-.. 

ВТЦ n=ab|M, ı. FJ M.= M. ,. 

因此 М, = M, Ея FERT RHE. 


XE BONS 


—1,b<n—l1, 


а+ 
b 


1. 设 a 和 是 两 个 给 定 的 正 整 数 ,使 1а -AER яшы pb 的 最 大 公 


HU FA tt Va FB. 

2. Kab ЖЕКИ. Я 0а.5) =1 EN: 38 $ & nabab H, hA artby=n Ж 
R OR ROM S пара. LE} tf t ЕИ. 

з. 设 n>1,m=2""1(2°— 1), E 8 Е ROSES ts f IRF N m 的 某 些 不 同 
hazm. 

4. 数列 101,104,109,116 
的 最 大 公约 数 , 求 d БЕХ. 

5. Rk ЖЕЁШ#.Н n>k IAC 

6. 对 任 给 的 正 整 数 人 (kt>1)，, 记 mn 十 
明 :存在 无 穷 多 个 mv 使 得 Q(n)2>Q(n+1). 


"的 通 项 是 а,=100+ н, T 4 nd, Жа, ан 


Ci, 的 最 大 公约 数 是 1. 
1 十 大 的 最 小 公 倍数 为 Q(n),nE N, sil 


„Ф 


б, 


7.100 个 正 整数 之 和 为 101101, 则 它们 的 最 大 公约 数 的 最 大 可 能 值 为 多 少 ? 证 明 你 
нат. 

8. Ë n ЖЛ 50 的 自然 数 , 求 使 代数 式 4n 十 5 和 7Tm 十 6 的 值 有 大 于 1 的 公约 数 的 
Ял R. 

9. (2005 年 奥地利 数学 奥林匹克 ) 确 定 所 有 的 三 元 正 整数 组 (dvbvc), 使 得 9 十 6 十 < 
Жас 的 最 小 公信 和 数 。 

10. (2005 年 加 拿 大 数学 奥林匹克 ) 若 有 序 三 元 正 刺 数组 i4,b,c) 满 足 ач<св<с,(а,5, 
Тае 能 被 4 十 5 十 c ER. H ria 是 r 能 量 的 .例如 ,i1.2,3} 是 5- 能量 
f. 

(1) 2 tH Pt fí ñ (e = Z. E W É tl. 8 Z PT ff Ж л, ИЖЕ 
六 能 量 的 ; 

(2) 求 出 所 有 既是 2004- 能 量 的 又 是 2005- 能 量 的 但 不 是 2007- 能 量 的 有 
数组 


正 整数 组 是 


$1.3 素数 及 算术 基本 定理 


ae ЕЙ 


1 素数 的 定义 及 一 些 基本 性 质 ”大 于 1 的 整数 至 少 有 两 个 不 同 的 正 约 数 :1 M n. 
ШЙ n 0 r K T 1 而 小 于 的 约 数 . 则 称 呈 是 素数 . MR n KF 1 而 小 于 ”的 约 数 , 即 
0 可 表示 为 a。，b 的 形式 . 则 称 ”为 合 数 . 

《1 大 于 1 的 整数 必 有 素 因 子 . 

《2) 既 为 偶数 又 为 案 数 的 正 整数 只 有 一 个 , 它 就 是 2. 

《3) 设 为 素数 .n 是 任意 整数 , 则 或 者 p 整除 ”, 或 者 p 5n H R. 

(4) 设 户 是 案 数 ,a.b 是 整数 ,如 果 plab Mab 中 至 少 有 一 个 被 p 整除 . 证 明 : 如 果 p 
不 整除 a 和 5, 则 p 与 a ЖЬ ТЖ, p jab ERF! 

《5) 素 数 有 无 穷 多 个 . 用 反 证 明 这 个 命题 ,假设 素数 只 有 有 限 多 个 , 设 户 一 2, 户 
ps 是 全 部 素数 ,考虑 N= pi paps Tl. S N> MN HEAT p. A pip 
b 是 全 部 素数 , 故 р РАИ p СТА АЙ p EER N~ p p р, = 1,34 RI 
fE. kR t Ж E. 


o 


lI 


2. 唯一 分 解 定理 ”每 个 大 于 1 的 正 整 数 均 可 分 解 成 有 限 个 素数 的 积 . ШЖ ЖИ ЖН 
数 在 乘积 中 的 次 序 , 则 其 分 解 方式 是 唯一 的 , 即 n= рї = pe o = е PR ,其 中 р, 是 质数 ,a 
是 正 整数 ,1<i<k- 下 面 我 们 来 证 明 它 的 唯一 性 , 设 n>1 有 两 种 素 因数 分 解 ， 

п рар: үйге Ф 

RISEN 一 / ERK pp: Eo q 的 一 个 排列 . 

由 四 可 见 p # асе. ЖА p ER qı есе, pla A р, MERN 
M раё р. Таста, BARER, p D q... 之 一 相同 ,因此 我 们 可 以 在 中 
式 两 边 约 去 pi, 再 考虑 A ,并 重复 上 述 过 程 ,最 终 知 的 两 种 素 因数 分 解 完全 相同 . 证 
毕 . 

3n 的 约 数 的 标准 分 解 ” 设 nm 的 标准 分 解 为 

n= pt pr pe (p. 是 互 不 相等 的 质数 ,a EN). Ф 
则 正 整数 d 是 的 约 数 的 充分 必要 条 件 是 其 标准 分 解 为 

а= р ph р} OSB Sa, i= 1,2 

4. n 的 正 约 数 的 个 数 及 正 约 数 的 和 
数 之 和 , 且 的 标准 分 解 为 @ 式 , 则 有 


А ® 
то) 的 正 约 数 的 个 数 ,8(m) 是 的 正 约 


rim = (an +10 (et 1) Саъ +1), @ 
1-1 
ют. ® 


由 于 加 中 的 指数 六 有 。, 十 1 ВАНИ, XH НАНЕ A. A 
所 有 可 能 的 选取 产生 Ph Ж) RIL i ЖЕ ЙО (n) = Са, + 1) Саг +1) Са, + 
DWOR. 


CAO E ЕЛ 
Фор р ру + Û pfe Vee (1+ р, Htp) 
因为 将 上 式 右 端的 数 逐 项 乘 开 后 ,每 个 形 如 国 的 数 恰恰 出 现 一 次 , 即 给 出 了 所 有 正 


semam- PT тА 
5. 为 平方 数 的 充 要 条 件 n 为 平方 数 的 充 要 条 件 是 r(n) 为 奇数 . 
由 于 гон) = (a, Hat Dela 二 1), 则 Cm) 为 奇数 等 价 于 at 十 la: 十 1 as 十 1 
都 是 奇数 ,等 价 于 о.о: n 都 是 偶数 ,由 ?一 后 be 得 ,等 价 于 ”为 完全 平方 数 . 
6. 素数 的 一 个 判别 法 ” 设 >1, 且 不 被 不 超过 V7 的 素数 整除 , 则 n ERM. 
证 明 : 着 不 是 素数 , 则 ”一 a6,a,b 都 大 于 1, 无 妨 设 a2p M Бут, b>1. b 
ARAF pM bin MT pin fB рвут, FR! 
Tn! 的 标准 分 解 ”对 任意 正 整数 靖 及 素数 户 ,记号 疡 1 m RF plm fi ре Ут, BB 


„фр 


I T р'>т s|] 9864 тт. 
分 析 


例 1 (2003 年 德国 数学 竞赛 ) 证 明 , 对 任意 六 个 连续 正 整数 ,存在 一 个 质数 ,使 得 这 
个 质数 能 且 只 能 整除 六 个 数 之 一 

EM 记 这 六 个 数 为 mn 十 1 

Жї ,不 能 被 5 IR M n+l 至 H 中 确 只 有 一 个 数 能 被 整除. 

车 能 被 5 整除 , 则 = 十 1 至 十 4 中 有 两 个 整数 不 能 被 2.5 整除 ,其 中 至 少 有 一 个 不 
能 被 3 整除 

因此 ,该 数 至 少 有 一 个 大 于 5 的 质 因 子 , 且 该 质数 不 能 整除 另外 五 个 整数 . 

例 2 求 所 有 这 样 的 素数 , 它 既 是 两 素数 之 和 ,同时 又 是 两 素数 之 差 ， 

分 析 考虑 素数 2 是 素数 中 唯一 的 偶数 . 

то ” 设 所 求 的 素数 基 p. ME КО fü. p>2. 

从 而 是 奇数 ,因此 和 为 p 的 两 个 素数 中 有 一 个 为 

同时 差 为 p 的 两 案 数 中 , 碱 数 也 是 2, 即 р=4+2.р 

于 是 p 一 2,p,p 十 2 ВЖ. 

mip p+2 是 三 个 连续 的 奇数 ,必定 有 一 个 是 3 БИЙМ. 

因为 这 个 数 是 素数 , 故 只 能 是 3. 

经 检验 ,只 有 р—?2=3,р=5,р+2=7 M, AM E RH р=5. 

例 3 (第 29 BRS MKF RI OEN: MEE 5 个 互 质 的 三 位 数 中 ,能 
个 数 是 互 质 的 . 

分 析 先 将 任意 4 个 数 的 最 大 公约 数 设 出 来 ,再 利用 反 证 法 证 明 这 5 个 公约 数 中 至 
少 有 1 个 为 1 

证 明 设 这 5 个 数 为 wu ,as aa a as- 

若 题 设 不 成 立 , 则 存在 


„ба, заг заз sa, 


7 一 2, 其 中 9 是 素数 . 


ба, saz sas sa; lz» Cai sas sas a) =d,, 


(ai sdi sas sai: „(as sda зал заз 


其 中 dvd rd sd sd: WHH E. BIRS FH d >d >d >d, >d: M 
а =bd,d,d,d.2b, X 3X 5X 7X 11=1155b, 21155:>1000. 


FRE! 


аф „ 


因此 ,dd dı cd cd 中 必 有 一 个 为 1 

即 从 任意 5 个 气质 的 三 位 数 中 ,能 找 出 4 FER. 

0! 4 (第 15 局 亚太 地 区 数学 奥林匹克 ) 设 整数 kk 之 14,pPP 是 小 于 的 最 大 质数 ， 
Rp $ n 是 一 个 合 数 ,证 明 ， 

DEE n REBRO! 

(DF n>2p M n EWR L 

EM (n=2p Rt, 

RN >p M р, 22р, п АВД. рО) ni On— ki. 

(2)n>2p, 时 ， 

BAA n АЖ А n= abla), 

(Dabs асари 


&п—-Е>->Ь>а. 


Жш < r 3 


MM nl (=d t 
idab, па а =. 
и 214,80 


жт. 22а. № n—k>2a. Д пп]. 


ЕТ MJ ri >р. 


因为 pp 是 小 于 DRAKAR БА. 

MI n—k=20—k>b. VA та b t 

综 上 所 述 ,>>2 记 时 ,nl(n 一 人 上 

BS (2002 年 澳大利亚 国家 教学 竞 春 ) 求 所 有 质数 par EH рр 为 完全 平方 
ж. 

分 析 分 4=r faz 这 两 种 情况 讨论 ,而 qer HEBE q <r E p +p 变 成 
POEP) 由 完全 平方 数 的 性 质 及 (p',1+p') 二 1, 得 ptp 均 为 完全 平方 数 ,从 而 使 
问题 得 到 了 简化 - 

解 а= р +р'=?р'. 

ШШ р=2, 为 奇 质数 . 


P 


故 (2,9,9) 为 满足 条 件 的 三 

ат Е асе pF р 0, =r—q21. 

由 于 p 和 1+p 的 最 大 公 因 数 为 1， 

所 以 p 和 1 十 请 均 为 完全 平方 数 . 故 4 一 2. 

由 于 1+р 为 完全 平方 数 ， 

1 рит рш —1=(и+1)(и— 

因为 w 十 1 与 w 一 1 的 最 大 公 因 数 为 1 或 2， 

所 以 当 最 大 公 因数 为 2 时 ,u 为 奇数 .p 为 偶数 , 即 p=2, 且 uw 一 1 M ut 均 为 2 的 
WF u 为 3, 从 而 1 十 2 

所 以 s=3。 

故 满足 条 件 的 三 :元 项 数组 为 (2 2,5) 和 (2,5,2). 

ща 和 v 一 ! 的 最 大 公 因 数 为 1 时 ,nu 为 偶数 ,u 一 ! 必须 为 1, 否则 4 一 1 和 w+1 
METAR RARR. 所 以 ,不 可 能 基 一 个 质数 的 整数 次 里 ,于 是 

u2, реба Du HD =I p3 s= regt, 

故 满足 条 件 的 三 元 质数 组 为 (3,2.3) 和 (3,3,2). 

综 上 所 述 , 原 命题 的 解 为 (2,2,5),(2,5,2),(3,2,3),(3,3,2),(2.g,9), 其 中 质数 4g 


q+ =2+ 


例 6 求 三 个 素数 ,使 得 它们 的 积 为 和 的 5 8. 

分 析 将 三 个 素数 用 p,q,r 表示 出 来 ,利用 质数 性 质 易 解 出 p.g.r. 
WN HEDRA pigre 

M рал Срна, 

于 是 par UTE 5. ЖИЙ r =5, 

M бра 5+5). 

+ q4 5p- Dig- D =6. 


由 于 p= MK а ЖЕЖ. 

所 以 只 有 请 =2,9 一 7 或 p=7.q=2. 

于 是 所 求 素数 为 2.5.7. 

例 7 数 20! 有 多 少 个 正 整数 因数 ? 

分 析 将 20! 写成 其 标准 分 解 式 n= 
Ча 十 1) 可 计算 出 结果 . 


Ф. 


Br ВОН гон) = (or + Dla, 10 


解 由 于 小 于 20 的 素数 为 2,3 


:11.13.17,19, 在 20! 的 标准 分 解 式 中 ， 
20 
=18, 


5®йаинк-[71-. 
7,11.13,17,19 ШЖ ЖИНИ 2.1.1.11. 
于 是 20! 的 标准 分 解 式 为 
201 29 egte 5t e7? eII 613617519 
于 是 201 中 止 约 数 r(201) 个 数 为 : 
r(20D=(18 二 DC81 DG +DG+DCO+DGO0+DO0+DGO0+D 

—19.9+5.3+2+2+2+2 

= 4100. 
所 以 201 的 正 约 数 的 个 数 为 41040 4. 
例 8 求 自然 数 N, 使 它 能 被 5 和 49 整除 ,并 且 包 括 М 在 内 , 它 共 有 10 个 约 数 ， 
WN EN PRK OW OC 
N=2 +3% бб e Pipi JER а,20,=1,2,+е,н, 
则 它 所 有 约 数 的 个 数 为 
(a FD ast Dt Dut Da 1210. 
HF БТМ IN N a + 122.2, +123, 
МЖ а заз за, зш, ta, 必然 都 为 0 
М N=5™ e2", 
fh Flay? D(a, + 1= 10= 2X5, PTY ay 7 la, =4, 
即 本 题 有 唯一 解 N 一 5，7 
йэ ШЖ p,g 是 两 个 素数 ,并 且 4 一 p+2, 证 明 :p' 1 oF ER pHa В. 
分 析 由 题 设 qg 一 /十 2, 对 pta ТЕ рч = Ср а Cp" р") р 

WEH рар" ре. йй р а= HD NEER 20р F |p” ре. 
证 明 + реф Сри ро 
срд rp ро, 

HA pa УЖ, П q= p F2, p,q А.) pHglp +g. 
ppp pt Dp, 
由 于 p 一 1 为 偶数 , 则 2‹р+1)1р"(р-++1)0р—1). 
X p+ D=2p+2= рід. 


a E 


于 是 р+д\р”'*— р’. p+ql pt te. 
NE BONS 


1. E, E % @ n t) E f) f PRK KH 2 /n. 

2. 求 最 小 的 正 整数 ,满足 ;C1)n 浴 有 144 个 不 同 的 正 因数 ;(2) 在 n 的 正 因数 中 有 
10 个 连续 整数 

3. 已 如 方程 一 px' 十 9 二 0 ж ВЕЖ. ЖЕ р. 

A. 试 求 出 所 有 不 超过 1000 的 素数 P, 这 些 户 使 2p 十 1 ERERKEN DAE i 
Ж mn n22  2р+1=т'Э. 

5. 证明 :从 任意 6 个 豆 质 的 西 位 数 中 能 选 出 5 个 数 是 互 质 的 - 

6. 设 是 满足 下 列 条 件 的 正 整数 中 最 小 的 数 .(1)w 是 75 的 伴 数 ;(2)n 恰 有 75 个 正 


整数 因子 (包括 АЖА) KR 


7. (2003 年 IMO 斯 洛 文 尼 亚 国家 队 选 拔 赛 ) 设 S 是 大 于 1 的 正 整 数 有 限 非 空 集合 ， 
并 具有 以 下 性 质 :存在 一 个 数 5E S， 满 足 :对 任何 正 整数 "或 者 (5vn) 一 1 ,或 者 (sn 一 
证 明 : 一 定 存 在 两 个 数 SUE SG 不 一 定 相 异 ) ,使 得 (s,1) 是 质数 

B W popit pu Е ТУЖ Й р! qp TR 24 整除 

9. (2005 年 罗马 尼 亚 数 学 奥林匹克 ) 证 明 :对 每 一 个 正 整数 n, 在 十 进 制 表示 下 ,存在 
ЕКЕ О 整除 ,其 每 一 位 数字 都 属于 数 集 (1 ,234 ,5 

10. (2005 年 美国 数学 奥林匹克 ) 求 所 有 正 整 数 ,满足 为 合 数 , 呈 其 所 有 大 于 1 的 
因数 可 以 放 在 一 个 图 上 ,使 得 任意 两 个 相 邻 的 因 煞 都 不 是 互 质 的 


21 同 余 的 概念 和 定义 


Je 知识 扫描 


(一 ) 定 义 1 设 mm 是 一 个 给 定 的 正 整数 ,如 果 两 个 整数 a,b 用 m 除 所 得 的 余数 相 
БИ а ХЕ т 同 余 , 记 为 :a 三 b(modm), 否则 记 为 a#b(modm). 
例如 :18 三 2C(mod8) 59#3(mod9). 
(二 ) 同 余 的 基本 性 质 
(l)a=0(modm)em|a, 
тойт) ,b=e(modm), 则 а 
modm),c=4(modm) , W a + c 


тойт): 
b+ d(modm) .ac=bd(modm)i 


(D ae=bc(modm). c 0. W a=b (mod сот) ЯВ. Z Cm, =1,Ш a= 


b(modm); 


тобто) й d| m. 020) W a=b(modd); 
modm) vc>0, 则 ac=bc(modm) ; 
(modm:) , 则 a=b modla, от, ]) FF HE, FF Cn от.) = 


„Ф 


‹8›# а тойт) Wla sm) = Ф.т): 


Г овое 


例 1 (2001 年 爱尔兰 数学 奥林匹克 ) 求 最 小 正 整 数 a, 使 得 存在 正 奇数 满足 2001| 


55" +a + 32". 


AM 运用 间 余 性 质 ,注意 到 2001 — 23 х 87, 我 们 可 求 得 a 二 1(mod87) 和 a 二 一 ] 


《mod23), 于 是 便 可 得 到 满足 要 求 的 a 的 最 小 值 . 
解 由 于 2001 一 87X23. 由 题 意 知 ,存在 正 奇数 "使 得 
87|55"+a + 32", 
B 23|55" +a • 32". 
由 外 知 10 +a+32° (mod87) 
=(—32)" +a 32" (modê?) 
2a- D (modê). 
Җ‹(32°,87)=1,Щ a— 1=:0(той87) 
HGQ 80 =55' +a * 32" (mod23) 
тз +a +32 (mod23). 
332,23) = 1. Bf a +1=0(mod23), 
Ak a= — 1 (mod23) 
НО а= ВАТ ENIAD 
23|87k-+2=>23|18k4-2>23| — 54425-22315 
X k20,B 625. 
于 是 a 的 最 小 值 为 87X5 十 1 一 436- 
点 评 ” 当 模 不 为 质数 时 ,一 般 情况 下 将 徐 分 解 为 质数 进行 考虑 
例 2 @#›Ё—1ТЖЖ.1<®<р—1,ШЕ.С;- —1)*(modp). 
А Стор): 
даро 0-00 qr ZE cmodp)， 


EAR! ° A =(p— D(p—2)-(p—#) (modp), 


g a 


q: 


@ 


ж=а—1)+(—2)--(—-®Ю (modp) 
=k! (modp). 
RLPS, 
FI A=(—1)* (modp), 
所 以 Cj. 1—1) (тоёр). 
AW MAMA NERINE EAL FILTERA HOYE: 
ODF p HARR, W Cj =0(modp)( 
OF 为 奇 质 数 , 则 对 于 mEN, ,有 


c: [p ] mo. 


из E p—2 5 рыи 
экп р 的 信 数 . 
EM (очу 
22211. 
k т. 
ш [2017-е 
又 对 于 11А. 


с p-p! = ыы! 
k TEGDI (PDT FI ФЬ 


所 以 S=1+ 人 + 二 12 


[22—15 эде, 8=1+ t+ 
g 试 证 :S=1+ +С 


, 易 知 p= 1(mod6) ik p=6m + 1, 


П 
ЕГЕ 


ы 


又 对 于 Sa А.р = 


ЕГОР ТАСА NE РАСУ, 


Ср) = 1P p| Cy. 
所 以 S 为 整数 . 

下 面 证 明 :S 为 p 的 倍数 . 
=2) 


рн) 


Ср. +1) Ла) + 
p арб 


ы! 
其 中 FHKE. 


所 以 S= SRE 


ан 


Б 1 
рк 
ТГ 


其 中 A 为 整数 . 
St PSS SPE 21. 1 _1 
Я; =1 + 
1 
tas) 
6m+1 6m+1 _ _6т+1 
me mF 


其 中 B 为 整数 . 


B, AtB‏ 4وو 
MAS =o RFA a‏ 


М 5 为 整数 ,所 以 k! Ip(AHB). 
Срд) =, А 1A 十 B. 所 以 piS. 
所 以 5 为 p В. 


(2) 当 рв, реб. 


所 以 S=1+5 


所 以 ВА p 的 倍数 . 
综 上 所 述 原 命题 得 证 
例 4 (2004 年 IMO FUR DE р.р. р. 是 大 于 3 的 个 互 异 的 素数 , 试 证 : 
олтарна 个 因数 ; 
证 明 若 奇 数 wu 满足 Cu,z) 一 1, 则 2 十 1 和 2 十 1 均 可 以 被 3 整除 . +2 
+) й >3, W 2-=—1(modr —1(modn). 
Auw tAE, 
ВЕС 2)" 610 тойо) , (—2)"=1 (modi). 
考虑 同 余 方程 (一 2)" 三 1(mod?) , 
由 于 www 是 该 同 余 方 程 的 解 ,所 以 一 定 存 在 最 小 正 整数 " 是 该 方程 的 解 ， 
即 (一 2)" 二 1(mod) , ВЖ r>2. 
车 该 方程 的 解 为 + 一 rp +д,0< 


=D" modi), 


TE q 也 是 该 方程 的 解 ,与 r 的 最 小 性 矛盾 ! 
所 以 q=0. 

ШЕЙ | urlu ЙТЫ rl (usw). 

又 Guo 一 1 

FU r|1>r=1, ЖШ 
所 以 (2 十 1,2" 十 1) 
因为 2“ 十 1 一 


1 
"+ ЭЗ (2а 02097 
所 以 2" 十 112" 十 1 Ф 
GE 2+12" +1, Ф 
由 全 .加 得 [2" 十 1,2* 十 1]12" 十 1， 

y ++) 
ga up 


下 面 用 数学 归纳 法 证 明 原 命题 ， 
《1D) 当 mm1 时 ,2m 十 1 至少 有 4 个 因数 , 即 1.3.275 2б, ps mal 


3), 
GOR AAA H EDA ТИ@.И Т?Л» +1, 


и ppp р, ВРС, EH 


"+1; 


Ц m= +1›&®ЪЯ 2 ЧАК, 


因为 ml2" 十 1， 

又 wu35, 所 以 v=? luto), 

所 以 2" +12>2'*”+1>т'. 

于 是 2 十 1 的 因数 个 数 不 小 于 m 的 因数 个 数 的 2 倍 . AW qlm M 912" 十 1 一 
ZH 

Й 

所 以 2" 十 1 的 因数 个 数 不 少 于 4°. 

故 结论 得 证 . 

点 评 ”本 题解 答 中 前 半 部 分 证 明了 一 个 有 用 的 结论 : 若 奇 数 u,v 满足 (u,v) 二 1 ,u,v 
EN，, 则 (2 十 12" 十 D 一 3. 


„Ф 


WE воша 


一 ,选择 是 
1. 已 知 凡 是 十 进 制 表示 为 4568”7 的 各 位 数字 之 和 , 刀 是 4 的 各 位 数字 之 和 ,CC 是 BB 


的 各 位 数字 之 和 , 则 C= $ 


A.5 B. 32 Gi D. 14 
2. @ 104" 被 29 除 的 余数 为 ( ) 
A.5 B.27 C. 28 D.13 
3. 2006! ЖЕТЕЛ ЖС › 
А. 499 В. 500 С. 501 D. 502 
4. 1X3X 5X7 XX 1997X 1999X 2001 Х 2003 X 2005 RK ЖЖС O 
A.125 В. 375 С. 625 D. 875 
ЕТОМ) 
A 不 存在 及 有 1 个 
C HENS D. 不 只 一 个 ,但 只 有 有 限 个 
6. 着 质数 ps=3(mod4), В а? +b =0(modp), йс ) 
А. р\аур\5 B. ptu, ptb C. pla Rpt ` D. рћа.рів 
二 ,填空 题 


7. 户 是 大 于 5 ЕЮ ЕЖ.р 除 以 30 的 余数 为 
8. @ 1059,1417,2312 被 d 除 的 余数 相同 ,dg 二 1, 则 整数 vd 一 
9. 3333" + 8888” 一 (mod7). 
10. # p FRR сав, E (其 中 (ab 一 1 
ижа ЖАЙ» и 3 一 2| =p 的 最 小 素数 pl(p>3) 为 ” © 
12. 数列 (ao) 定义 如 下 tay 二 1,a =2 as; а, tala N as 
` 解 答题 
13. 设 集合 {1,2.3， 
二 999, 均 用 [a 一 1 一 1 KE pala 
14. Ha b ft н 为 正 整数 , 试 证 :a” =1(mod2™ °). 
їз. 对 于 自然 数 n, 只 要 nla IBA lal. n ИЖЕ Ж р. Kin, 
(1) 每 个 磺 数 者 具有 性 质 户 ; 
(2) 存 在 无 穷 多 个 非 素数 mn 具 有 性 质 pp。 


аф» 


1998) 被 分 为 999 ЖЖЖ EFT lash. FAR Si 
1 的 来 位 数字 为 9. 


22 完 系 \ 简 系 、 剩 余 类 


эъ 知识 扫描 


若 按 对 某 一 模 m 的 余数 进行 分 类 ,就 可 以 引入 所 谓 的 剩余 类 和 完全 剩余 系 的 概念 . 

定义 2 设 mEN, ,把 全 体 整数 按 其 对 模 m 的 余数 OSSM- DAA — R EA 
和 ,每 一 类 (r==0,1.2,…,m 一 1) 均 称 为 模 т 的 剩余 类 (又 叫 同 余 类 ) ,同一 类 中 任 一 数 
称 为 该 类 中 另 一 数 的 剩余 

根据 定义 ,剩余 类 具有 如 下 性 质 : 

«2А Uk Uk: U Uk i 而 Nk = DGE) 

《2) 对 于 YnEZ, 有 唯一 的 疡 E10,1: m=i} AEI nE k, а 

(3) 对 Ya bE Zsa bE k, Ha™blmodm). 

定义 3 ЙА, Ит EBAREN k PERT a, т 
Жаа sars dn- MRM ЧАВ Ë m 的 个 完全 剩余 系 ,简称 完 系 . 

ER т илена HERE F 面 两 个 ， 

4) 最 小 非 负 剩 余 系 :0.1,2，… 几 一 1: 

COB Ma HK R. EM m тани йин. 

М те 26+ ВЕ, А Ае T la. 

M m=24 f Hk), GD, kR, 
2,0-1 


(Dm Ф а sas sda уте залоза, 是 模 m RRAK Lijm а a, 
тойт) х 

(2) 设 (5,m) 二 1,c НЕВЕ. а 
баз + сова Her ban He 也 是 模 m 的 一 个 完 系 . 

特别 地 ,任意 m TERRE HRH m 的 一 个 剩余 系 . 

设 芒 为 一 正 整数 ,由 于 在 0.1.2,…,m 一 1 中 与 mm 互 质 的 数 的 个 数 是 由 m 唯一 确定 

一 个 正 整数 ,因此 可 以 给 出 以 下 定 
定义 4 п 为 一 正 整数 ,把 0,1,2 


-~ 是 模 的 一 个 完 系 , 则 ба, +c. 


m— 1 tF š m 互 质 的 数 的 个 数 叫做 m 的 欧 拉 函 


— Ф 


数 , 记 为 gCm)。 

ВА m 的 一 个 剩余 类 ,车 a.5E, 则 a 三 b(modm) .于 是 (awm) 二 (6,m). 因 此 车 
《asm) 二 1, 则 不 中 的 任 一 数 均 与 m 互 质 . 这 样 ,又 给 出 如 下 定义 : 

定义 5 如 果 一 个 模 m 的 剩余 类 大 , 中 任 `- 数 与 mm 五 质 , 则 称 上 是 与 模 m 互 质 的 剩 
余 类 ,在 与 模 m 互 质 的 每 个 剩余 类 中 任 取 -- 个 数 ( 共 ptm) 个 ) 所 组 成 的 数组 , 称 为 模 mm 
的 一 个 简化 剩余 系 (简称 为 简 系 ). 

由 此 定义 ,不 难得 到 如 下 关于 模 m 简化 剩余 系 的 判定 方法 

(Das заг заз теза, 是 模 mm 的 简化 剩余 系 呈 (a,wm) 一 1 ВАТРУ: 
a, (mod) 

(2) 在 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 中 ,取出 所 有 与 m 互 质 的 数组 成 的 数组 ,就 是 一 个 模 
mm 的 简化 剩余 系 

CUE a за: aam Ж m 的 简化 剩余 系 , 若 (,m) 二 1, 则 kas， 
也 是 模 m 的 简化 剩余 系 . 

ШЕЙ g(m) 的 定义 ,我 们 用 容 斥 原 理 不 难 给 出 gm) 的 计算 公式 ， 

设 mm 的 标准 分 解 式 为 m 一 ph + ps +++ pho 


M фот) =m + ia- 
ERRAR PI, 3| A MARAS MEEK IE E SRI SE FI E RME DE T — ТН ЮЕ 


Ст. aÉ 


H 例题 分 析 


例 1 设 n 为 偶数 ,a ,a 
bisar tbra, Hb, ЖЕЙ п 的 5 

分 析 ”本题 给 人 的 第 一 感觉 便 是 用 反 证 法 . 

证 明 Ша, ISIS OALED E a, tb. sa, + 
完全 剩余 系 , 则 

1+2+ +a (ab) Cmodn) 


+b. 均 是 模 ” 的 完全 剩余 系 . 试 证 :al + 


Ë a+ Db (modnm 
*(+2+-m Cmodn) 


Cn 十 1) (modu) 


BD | TED ‚нщ онан 1D 一 2fn+1, 这 与 为 偶数 矛盾 ! 


所 以 原 命题 得 证 . 
例 2 (2003 年 克罗地亚 数学 奥林匹克 ) 对 下 所 有 奇 质 数 和 正 整数 n(n p), WE: 


C= [FJ] mop. 
分 析 与 解 注意 到 CDT ZPD A nni, n pH RA p f 


一 个 完 系 ,于 是 存在 vE inn- loen pH HEN pla Rap. Ë ] 设 C= 


c(modp), 


та оаа Dup та 


ШЕТ “(modp) 


mn 一 1D)…(a 十 D)(a 一 1)(a 一 2)…(n 一 P 十 1D) + [> 


яте = (modp). 


Яш ples (p= Ebe 
所 以 pl рт 10)! у 1 
注意 到 я(л—1)--Са+1)(а—1)(а—2)-+(я—р+1)=(р—1)! (тоёр), 


а+1)‹а—1)+=(я—р+1). 


n 


тш p ( [$ ]) ° ‘27! 
Җ‹р.(р—1)!) = 1R ple [аяа [р Jemen. 


ш c= тоа. 

AF FEITE A P СОВО ЙО, RRA E JER 8 8 09. 

#3 设 ” 为 正 整数 ,整数 上 与 ， 互 质 , 且 0<h<n. 令 M= (1,2, 
每 个 数 染 上 黑白 两 种 染色 中 的 一 种 , 染 法 如 下 :( i ) 对 AM 中 每 个 ii 与 
MPD iik 与 14 一 让 同色 , 试 证 :AM 中 所 有 的 数 必 为 同色 . 

分 析 шо, 可 以 对 M 中 的 数 重新 排序 ,然后 只 需 证 相 邻 两 数 同 色 即 可 . 

证 明 因为 (k,n 0,1,2,…,n 一 1 BR n I~ TEK, 

MEA ke Osk e Lk 2... k(n— DLR n 的 一 个 完 系 . 

FE r,=jk(modn) Oh 1<у,<л—1,у=1.2,- 

则 1,2,3, = ir 

下 面 只 需 证 : 

六 与 rr 同色 (1<jSn 一 2). Ф 


"1.0 M th 
同色 ,(ii) 对 


я—1), 


BR 01 Dk(mod)= 
下 面 分 两 种 情况 讨论 : 
(D r, +<. r, 
(DË r, >п. 

т) =, 同色, 义 由 条 件 ( ОАР УА 
所 以 中 得 证 . 

综 上 知 , 原 命题 得 证 . 
例 4 (2001 年 第 42 局 IMO 试题 ) 设 为 奇数 日 大 于 1. 和 ,hk，… ,kk 为 给 定 的 整 


数 , 对 于 1,2,… Mn! 个 排列 中 的 每 一 个 排列 4 一 (el cas ,va іа ау = Уа. bk 
证 :有 两 个 排列 户 和 cp 关 c, 使 得 n! 50) Со). 

分 析 所 要 证 明 的 问题 是 n! 1С) Сс). 自然 地 可 联想 到 剩余 类 的 性 质 .通过 构 
Hin! 的 完全 剩余 类 解 是 ,根据 题目 特点 ,应 采用 反 证 法 为 宜 ， 

证 明 ”假设 对 任意 两 个 不 同 的 5 和 <. 均 有 s(b) 针 so) Cmodn!)， 


+ #(modn). 


FERRERO lr =| =r, RE: 
нЕ RE O ORR ra nmr, $ n= бн 
пое nat r, 同色. 


则 当 a BOM TH 1.2,…,n 的 n! 个 排列 时 ,s(a) 志 历 模 n! ERRA, RN 
个 剩余 类 恰 经 过 一 次 ,所 以 
заза Бир (mods! подно), ® 
FEF IYER а BOR! 个 排列 求 和 (下 则 ) 
另 一 方面 
© 


n! Utana 
z 


BIA} =остоди!). 


FR! 故 命题 成 立 . 

例 S (1999 年 中 国 数学 奥林匹克 ) 设 m 是 给 定 的 整数 , 试 证 :存在 整数 4.b 和 上 ,其 
ha, Hh. +* 使 得 2m—a +b +k o 2"”, 

证 明 (1) 设 r,sEN. ,其 中 s 是 奇数 ,如 果 x 和 y 是 模 2' ПАК. ЖА хоу 关 
于 模 2° 互 不 同 余 ,这 是 因为 

у ту) Ha 

ЕН z + Зулу ty RRR 

ТЦ î t BOR mod2 的 简化 剩余 系 时 ,z BU mod? 的 简化 剩余 系 . 


a. 


《2) 由 (1) 中 的 讨论 ,对 于 奇数 2m 一 1, 必 有 奇数 a 使 得 2m 一 1 一 a” 十 q + 2, Fb 
=1 H 2m=a" +b" +q 29. 

如 果 9 尝 0, 那 么 题目 的 结论 已 经 得 证 

如 果 9<-0, 那 么 以 mm 一 a 一 iv 2em 


hema +a", 
эе” 4 


代替 a 和 9g, 仍 有 :2m 一 a 二 1” 十 gq,* 2, 

当 疡 足够 大 时 ,可 使 >0, 

于 是 原 题 目的 结论 得 证 . 

例 6 对 于 任意 整数 w 宇 1, 试 证 :2,2* ,2*”,… 自 某 项 起 各 项 对 IR. 

分 析 本 题 为 1991 年 美国 数学 奥林匹克 中 的 一 道 题 , 解 法 颜 多 ,下 面 我 们 介绍 两 


证 法 一 “为 方便 起 见 , 令 a= ra, 
时 ,a,| 

由 于 在 war заз ее was 这 十 1 个 数 中 必 有 两 个 数 对 模 n 同 余 , 因 此 存在 O< ус 
,使 得 а, а, тоёт). 


на (EEN-), 


若 自然 数 :之 记 则 有 511271120. aj- la,- 
所 以 oj- ala, 

TH ааа ,—а,-,. 

所 以 25- 一 125 s L 

Ш а, азаа а 


又 有 29-7 |@%-+ 


所 以 自 第 j 项 起 ,每 一 项 都 对 模 n 同 余 . 

证 法 二 (用 数学 归纳 法 ) 

《5D 当 n= 1 时 ,要 证 的 结论 显然 成 立 ; 

(2) 当 w=2 时 ,要 证 的 结论 也 成 立 . 

对 于 >>2, 假 设 对 所 有 小 于 的 自然 数 , 要 证 的 结论 成 立 ,对 于 n, $ n=2' + q(q 为 
奇数 ). 

如 果 4 一 1, 要 证 的 结论 也 显然 成 立 . 

着 94 为 大 于 1 的 奇数 , 记 а, 27а, 

由 于 2 天 0(modg),(0<e<q 一 1) 


(1=0,1,2"). 


2) (тод) ,所 以 gj2' 一 2'=2'(2' 一 1)， 


义 显然 存在 局, 使 当 i 时 ,2 lars 

Фи = тах +1,й). 

ШЗ Y iji HH a, =a, (mod 2q ) HÛ a,=a,(modn). 
于 是 对 于 n ЖЕН ЖИЙ ЗЇ. 

LLL A RR n, MER. 


XE вов 


L 试 写 出 机 30 的 一 个 简化 剩余 系 、 

2. 对 于 任意 的 mmE N. UREA з= Dg. 

з. kn AARRE FE 2n 个 整数 4 
k.0<k<n T fl 3n Ж а, аза +b sbi b. 
Жз. 

4. Bash ЯШЕ ЕЕ Ж.Ж. ЖЯ E ЖШ mn abla” +t 

5. 使 m,nEN。, 且 对 和 华章 的 AEN- AOT m= (1ТЁ—1,л). K is FE LEZ, 
f f$ m=17' < n. 


ў. 


,使 对 任意 一 个 整数 
пла =a; sbat; =b) А 


жазшы 


个 数 中 至 少 有 一 个 不 是 完全 平方 数 、 
1 — PEH Casas a, ) RE ra, 


в. 设 dEN. , 试 证 ;24 一 1.54 一 1.13d 一 1 
7. 着 "是 质数 


Qar i aa: 


23 欧 拉 定理 、 费 马 定理 威尔逊 定理 


=e 知识 扫描 


1. ( 欧 拉 定 理 ) 若 (a,m) 一 1, 则 : 1(modm). 
EY ri oraora r yum ER m 的 一 个 简化 剩余 系 ,由 于 (a,m) 
所 以 ar sara 也 是 模 m 的 一 个 简化 剩余 系 ， 
所 以 ar * ar, Tum (тойт), 
W mhar 
отат 
ВИД av" 二 1(modm)。 
2. 定义 6 йт>1 是 一 个 国定 的 整数 人 ,a 是 与 m 互 质 的 整数 , 则 存在 整数 人 ,1<k 
所 mm, 使 at 三 1(modm) ,我 们 将 具有 这 一 性 质 的 最 小 正 整数 ( 仍 记 为 ) 称 为 a W m 的 阶 . 
由 a 模 m 的 阶 ( 记 为 的 定义 , 易 知 具有 如 下 性 质 : 
(1) Сат) = 1, Жа Вт 的 阶 ,u,v 是 任意 整数 , 则 a* 宇 a"(modm) 的 充 要 条 件 是 
umodh) ,特别 地 a" 三 1(modk) 的 充 皮 条件 是 |u. 
简 证 :充分 性 是 显然 的 
GRE >v jl Suv ИН a" = 
Jh ОСА, ач + a =1 (modm) , BA 
ш OSr<A KA НИЯ =0. 
所 以 u=v(modm). 
{2) 设 (awm) =la т HRH А ОЙ asa аза, т 的 周期 数列 ， 
其 最 小 正 周期 为 ,而 上 个 数 a ,a ат ERAR. 
(3) 设 (evm) 一 1, 则 e 模 六 的 阶 整除 欧 拉 函 数 p(m). 
3.( 费 尔 马 定理 ) 若 p 为 素数 , 则 a? 三 aCmodp). 
证 明 : 若 (a,p) 关 1, 则 pla, 这 时 结论 显然 威 立 - 


п ТНД таме? 1. 


(тойт) B #1 a'=1(modm) it 1= kq + r, 
=1(modm). 


„Ф 


+W H EK ДЕН а“” =1(modp), 
一 1 所 以 a”! 三 1(modp)。 


定理 证 毕 . 
4.{ 威 尔 避 定理 } 若 p 为 质数 , 则 《p 一 1)1 
证 明 : 对 于 任意 整数 a, 1 三 a 志 p 一 1, 由 裴 蜀 定 理 知 存在 整数 a”, 使 得 ca 


1тодр). 


(modp) ,不 妨 1а р 
若 有 整数 0, 满足 ba 
Bí b=a(modp). 
ERM T KH а,1<а<р—1, ЗОО a’. 
Ш а ФПИ ЖЕ ЖЯ, a=] moda). 
PVA а==1(тойр) a= —1(modp). 


从 而 当 p>2 时 ,2,3,4,…。(p 一 2) 愉 好 配 成 也 为 数论 例 数 的 人 3 


则 称 ay a 的 数论 倒数 . 
1(modp) , W ba'a=a(modp), 


„АЕ 


积 (p 一 2)! = (modp)=] (modp), 
所 以 (p—1)! =p—1 (modp)m—1 (modp). 
当 p=2 时 ,(p 一 D! =—I(modp). 
故 命题 得 证 . 


e ше 


例 1 C2004 R 36 Bh ж # RHE DE phami А = 
LEED (modp’). 


证 明 AN lp LADA” '— РБС ЮТ, 


由 二 项 式 定理 得 
ср)! 
prt Ch pS kt C pT o PF LORÎ p o ke ke 


LUZ H 
Ср Р (modp’) 
=(2p— pk (modp'), 


fF 


HF ISS 1. СЕ, ро 1, 
由 费 尔 马 定理 :kr…=Imodp) 
Цр DE” р. 
Ор D pk” p (mod). 

MASE =p. PT} (modp)=p PHD сойр?) 

WE жий RRE FREE P A TRC HE. МЛ] SRR E A PEA A ЛЕ 


m. 
例 2 (2002 年 澳大利亚 数学 奥林匹克 ) 设 整数 和 9g WE n25, 2n. REg 


өс! 
alf vi 
证 明 为 了 证 明 原 命题 .下面 我 们 分 以 下 两 大 类 加 以 讨论 : 
(D q 为 质数 时 . 注意 到 2< 
DF qn NB qlin Dhall aD 


(mod). 


simao I| ZD! rw 
Xaas D= i q| Uma alf 
җа y R y. 
DR а= пн кй ЕВ q 为 质数 . 
所 以 (9 一 D1 一 -1 (modg). 
ra =l. r=: Сна Раа 
所 以 [ = ТІ Е A 1, 
所 以 只 需 证 9 一 1| 4—1! 1. 
Ligo lg) Et. 
мона —1|(ЧС aD =D. 
上 式 显然 成 立 
所 以 此 时 命题 成 立 . 
《2) 当 9 为 合 数 时 
O a 不 是 某 质数 的 平方 , 则 9 рудара. 
注意 到 2<g<w 所 以 2: 
所 以 apE (1.2... 1), R a 芭 5, 所 以 ab|(n 一 1)1, 即 qjCn 一 1)1， 


[Ch 
4 


所 以 具 需 证 4 一 


= D! 
s: 
|e. 


——s 


Xgl =1. REE gila Dt, 
又 2<9<m 所 以 9 一 1E m=i, 
所 以 9 一 11(n 一 11, 故 此 时 命题 成 立 


Фарр 为 质数 ,下 面 说 明 [ 


1 着 户 一 2, 则 由 于 w>5, 所 以 Черти 


276 p23 Mh Р п 10212 

所 以 户 2pPE (1,2,1 

所 以 2p* | (n= DIRE ql (n= DL 
! 


ЕЕ I 


-1>3p—1>2p, 


ran 二 D1 同上 吻 证 此 时 命题 也 成 立 . 


评注 “本题 并 不 很 难 ,但 想 完全 讨论 清楚 也 不 容易 . 


例 3 (2003 年 第 44 届 IMO 试题 ) 设 p 是 质数 . 试 证 :存在 一 个 质数 Q. ВНЕ BE 


Mn тра 的 信 数 . 


证 明 М-тер + «+ реа plmodp), 


Но ТЕА {ЁЁ а стод. 


下 面 证 明 q HER. 
假设 存在 整数 ”使 得 w 
则 由 4 的 选取 ,有 n” 
另 一 方面 ,由 费 尔 马 小 定理 ,有 m 
由 于 户 1q 一 1, 有 (p,q 一 Dtp。 
所 以 区 三] “(modq). 

所 以 p=1(modq)=>1 + p+ р +++ p = p(moda). 
Ti q ВО p==0(modg) . ЖЖ! 

所 以 命题 得 证 . 


(modg)( 由 于 9 HAKA =1). 


яз 已 知 ， 为 给 定 质数 , 求 最 小 正 整 数 m RE CDISmSp— D ÈE 


Остойр). 
解 〈1) 首 先 证 明 тэр 1. 
对 于 TS4s<p 一 1 由 费 尔 马 小 定理 如 


x CE 


ИН р (modp)=p-1 “modp). 


所 以 VER, ВЦ тзер—1. 

《2) 下 面 青 证明 一 2 满足 要 求 . 

考虑 同 余 方 程 > modp) ,该 方程 至 多 只 有 p—2 个 解 , 于 是 存在 aE (1,2，… 
户 一 1 使 得 :ao 和 :天 1(modp). 

又 1,2,…,p 一 2,p 一 1 组 成 模 记 的 缩 系 ， 

而 显然 (a,p) 二 1, 所 以 a,24,…,alp 一 2),a(p 一 1) 也 组 成 模 p Ж. 

тше сш” 2 Стоар) Вр p |a" "b, 

又 phar —1.р 为 质数 ,所 以 (par 一 D =1. 

MD ьм". 

所 以 满足 要 求 的 m 的 最 大 值 为 p 一 2. 

WE 用 类 似 的 方法 可 以 证 明 ;(p 为 质数 ). p| ep 1h. 

例 5 (2006 年 国家 集训 队 测 试题 ) 求 所 有 的 正 整数 对 (en) „48 nl (a tD ат 

证 法 一 首先 易 知 (a,n) = (ea*1) 是 满足 要 求 的 , 当 n>2 Rf, BF n WARE (na) 
тонаж htt: 

(a+ "=a" (modn), Ф 

因为 (am 一 1， 

HH OSE EN FETE mE N- ,使 得 

FREVA ‹а+1)"т=т'а^ (mod), ° 

MO, Df ra" = рта"Стодн). 

ба? sn) = 1 î т" =1 (mod), 

设 户 是 ”的 最 小 质 因数 , 则 те =1 (modp). 

Mim p= Lh ARDANE m =1Cmodp) ,所 以 p| m7" =1, 

рп HERREY, 

所 以 (np 一 1 一 1 所 以 plm 一 1 

所 以 a+l am (modp)=a (modp). 

所 以 р FIA! 

所 以 满足 要 求 的 (4, 为 (a,1)(a€ М.). 

证 法 二 当 时 , 设 记 为 n 的 最 小 质 因数 

则 (wb 一 1 一 1, 由 裴 蜀 定理 


存在 ЄМ. ЕЁ пи (р 100—1. 

X plat D'a" MEVA рі (a+ 1) 

Bp pl aH E Ф 

X H Л а 1)” =a '=l(modp), 

所 以 由 四 知 plata FR! 

所 以 n=1. 

综 上 所 述 满足 要求 的 (a,mm 为 (a.1)(aEN.) 

评注 本 题解 法 颇 多 ,在 下 面 的 第 6 章 中 我 们 将 用 “无 穷 递 降 法 "给 出 男 一 种 解法 

例 6 (1999 年 第 40 局 IMO 试题 ) 确 定 所 有 的 止 第 数 对 (1,p) ,满足 :pp 是 一 质数 
2p 且 (p 一 1)* 十 1 能 够 被 (1,p) 整 除 . 

分 析 ”这 道 题 实际 上 是 证 明 (p 一 1)" 三 一 1(modn”') ,很 容易 联想 到 利用 阶 的 思想 . 

M /一 2 时 ,只 有 整数 "一 1,2 满足 要 求 . 

下 面 考虑 p 为 不 小 于 3 的 奇 质数 的 情形 : 

这 时 ,(p 一 1)" 十 ] 为 奇数 ,于 是 ”只 能 为 奇数 . 先 设 "二 1, 设 ”的 最 小 质 因数 为 4 六 
Зна кй нд ез. IEP qt ASL WAR E s OE RA ССТ s D E) 


大 于 9. 
ЖО р—1)°к=—1(тойн'!)%й:(р—1)°=®—1(тойф). 
Hi BF y JE. Ср D =р—1(той). ДО р—1›)':=—1(той). 


LH pi 对 模 4 的 阶 , 则 (p 一 1 
Ур 10798 — 1(modg) ,(p— 1)” = 1 modg?, 

Ср 1091 =I moda) FVA (12619 1. 

PDL I WAR, 11028.41). 

# q 及 s 的 取 法 ,所 以 (2s,q 一 1) 一 2， 

所 以 Le2. 所 以 ql(p 一 1 一 1 

又 p 一 1 闫 lmodg) ,所 以 g1(p 一 +4. 所 以 g=p. 
故 ріп. п 2р. n= p E н HALO. 
FEAP D= — 1(modp#7) 

R P25.0 plp ,所 以 (p 一 Dt 二 一 1(modp?) 


=I (mody), 


RODI ÈGO СЮ p P 
=p (mod). 

TR! 

所 以 p=3 Ст, р) = (3.3). 

义 易 知 (1,p) 是 满足 要 求 的 . 


Ф. 


1 
ا ` 


所 以 满足 要 求 的 一 切 解 为 (2,2),(3,3) ,(1,p)(p 为 质数 ). 

评注 pAn 的 最 小 质 因数 是 一 种 非常 有 用 的 技巧 ,由 此 即 得 (p 一 1,n) 二 1, 这 与 
费 马 小 定理 及 模 阶 的 思想 结合 是 解 题 的 一 种 常用 的 手段 . 

例 7 《第 16 局 巴尔 干 数 学 奥林匹克 竞赛 ) 设 р>з 为 素数 ,使 312 一 2. 记 S 一 (了 一 
аа УЄ 2.02.5681). 试 证 :S 中 至 多 有 一 1 个 元 素 是 的 信 数 . 

分 析 “由 费 尔 马 小 定理 可 以 推 得 : 若 1m <n p~ 1, m ym (modp) ,这 里 p>3 
是 质数 且 p=2(mod3) ,再 由 完全 剩余 系 的 知识 推 得 结论 . 

证 明 ” 先 证 一 引 理 :质数 p>3 H p= 2(mod 3), FF т'=у'тойр), WJ x= y(modp). 

引 理 的 证 明 :(1) 若 r,y 有 一 个 为 p 的 信 数 则 易 知 此 时 引 理 成 立 . 

(DF phe piy WAF p HAR, FÈ p= 

于 是 由 费 尔 马 小 定理 : 

ly”! =1(modp). 

X z'=y'(modp), ре 2(mod3), 

所 以 3 (modp). 

M plar улт + у, pla 

M plr. Орол? D=, 

所 以 pl 一 y 所 以 r=ylmodp). 

жалан. 

下 而 证明 原 命题 : 

由 引 理 知 , 当 r OBS р 的 完 系 时 ,z' CPR p 的 完 系 , 于 是 对 于 某 个 固定 的 yE 
(0,1,2, рТ Є 10,1,2,…,p 一 1) ,使 得 ply 一 一 1 注意 到 y 共 有 pp 
种 选择 ,于 是 S 中 至 多 有 pp 个 数 是 p 的 倍数 . 


X 1'—0—1=0€ S.3 =? ~1=0€S, 
所 以 S 中 至 多 有 p 一 1 个 数 是 p 的 倍数 . 
证 毕 . 


是 满足 条 件 ma 12" —_ 1. 129 —1,= m | 25 — 
=1. 
1 且 满 是 mi2" 一 1. 设 m,n ЛАН qsg W: 


例 8 设 正 整数 全 2,m 
Lem 125 一 1 的 一 组 正 整数 , 试 证 
证 明 ЛЕЯ. mn 


Ze. 
引 理 的 证 明 : 由 条 件 m| 2" — 1, qy me 
所 以 四 2 一 1 显然 (9 ,2) 一 1. 

于 是 由 费 尔 马 小 定理 得 :9 129 一 1 又 四 12 一 1 
RA glm 一 1. 


„Ф 


#lSm =-= él ВЦ m n; 


ж фев qs 的 定义 易 知 (ne, — 1) = 1, 

所 以 gj12 一 1 ,矛盾 ! 

БИШ >. 

所 以 引 理 得 证 . 

КЕЕШ. 

С mann 中 存在 一 个 数 不 为 1, 不 妨 设 и: 551, л, 12% — >m 1=n, 
om 全 不 为 ] 且 为 奇数 . 


于 是 可 设 的 最 小 质 因数 为 p,( 
X п 129 —1,л,|2ч—1,- 
HIRR ML p Dp ра рь >, 
Д m =n = 
证 毕 ， 

例 9 (2006 年 国家 集训 队 试题 ) 记 


>р, >р. FR! 


对 任 给 正 整 数 四 ,总 存在 正 整数 人 ,使 得 2 


~m BDH n 个 不 同 的 案 因 子 . 


证 明 AE m, 不 妨 设 m 为 奇数 . 我 们 将 证 明 对 任何 正 整数 a, 总 存在 ,使 得 2 一 


тарп ARARAT. Ф 


FARRAH ERD: 

DH п=1аф,2"—т BREDH ЖА 

(2) 假 设 2" —m 至 少 有 个 不 同 素 因子 , 令 A. . ~m. MCA, 2) =), B 
—m=A,.(modA1) ,所 以 A, | 21 $ — m. 


о! me 


жий p 25 m т modA. DM БУА, 


ВЕЦ 290770. — т Sp ff n+ ARARAT. 
由 数学 归纳 法 知 结论 成 立 . 
评注 事实 上 ,本 题 的 解 题 思路 非常 容易 考虑 到 ,本 是 在 集训 题 中 的 得 分 率 奇 高 ,就 


说 明了 这 一 点 . 


XE BONE 


1. 求 最 小 的 正 整数 ,使 得 存在 正 整数 四 ,满足 大 一 19" 一 5 
2. # m.n€ N, ,am 为 奇数 ,(mm,2 一 1 一 1. 试 证 :和 数 1 十 2 十 … 十 mr Ë m В 


ў. 


з. ik mnz1, 求 由 十 Е ВЯ 80100011978" 一 1978"- 

4 HFERAERER n.98 十 17 HAR. 

5. REBER RRETH wa. 

6. 求 所 有 素数 对 (pg) ,使得 pg1(5* 一 27)(59 一 27). 

7. йр, ТЖВ ра RE ЛЕЖЕ ER торни "十 上 

8. 设 n> JERKE m? 

S 确定 满足 以 下 要 求 的 一 切 大 于 1 的 整数 n ШИНЫ n EER abEZa 
=b modn) Sal (modn). 

10. 试 求 满足 以 下 条 件 的 全 部 质数 户 :对 任 一 质数 9<< 户 ,着 p=kq+r.0Sr<q, WF 
жакка. ае 

11. RHE б т. у.с, ry modz)=yr(modr)=zr (mody) =2, 

12, 已 知 户 为 大 于 3 ВЯ ИЮ а). KE C=C: mody, 

13. 试 证 :存在 a€ 了 ,使 得 14modp) (p HAMO KK EAEE ре 
1(mod4). 


и. ж8 жи ин тн кни у ARKET BAREA YRD E Y 


кай з ик. ЕВ К PES.HERAHE RK гр =0. ша 


азата" 
对 干 每 个 PE S ЕЖ ЩАТ ER УО р) asap аан 
(1) 试 证 :集合 S PARNER: 
(DMF А21 R pES, 求 f(k,p) 的 最 
15. ЖАЛО АЖ О ,水 满足 以 下 条 件 的 所 有 自然 数 人 :对 每 个 这 样 的 


人 ,存在 再 自然 数 m> l 和 自然 数 路 ,使 得 :Km 一 1 mm 十 1 


#35 同 余 方程 与 平方 剩余 


$3.1 一 次 同 余 方程 与 孙子 定理 


шә 知识 扫描 


术 节 将 讨论 一 次 同 余 方程 和 由 此 引申 出 的 重要 定理 一 孙子 定理 , 首 先 介绍 若干 概 

设 整 系数 多 项 式 F(z) 一 a barta ЖЖЖ СОЙ Е /(с)=0стойт›Ф, 
则 称 < 是 满足 同 余 方 程 中 的 解 . 记 作 >= modm). А ОЧ c sca 均 是 中 的 解 , 且 с 与 
c m жн. ЖИПЕК с ест 是 中 的 两 个 不 同 解 . 般 情 况 ,我 们 说 同 余 方程 中 的 解数 ， 
即 指 modm 两 两 不 同 余 的 解 的 个 数 . 

最 简单 的 同 余 方程 是 一 次 同 余 方程 

ar=h(modm) ота. ° 

йж BO tí W О FEE ЖЕ Са cm | DORE 自行 证 明 ,关键 在 利用 带 余 除法 及 最 
大 公约 数理 论 ). 特别 地 ,在 (a.m) =1 时 .外 必 有 解 . 事实 上 由 第 二 章 Milam = 
Dor 遍历 模 m 的 一 组 完 系 时 ,ar, BB if m 的 一 ои =1,2, ут). 因此 ,有 且 仅 
有 一 个 ,=x 使 得 ar, 三 ar. 三 btmodm), 即 辣 余 方程 四 至 多 一 个 解 . 进一步 ,一 定 存 在 a” 
ва тот) СШ а” ) ,于 是 bmodm), 即 为 (awm) 二 1 时 


四 的 解 .更 进一步 ,我 们 可 求 出 加 的 通 解 为 


Ф. 


1 n modm) 00.1.5 аот) — 


(a.m): 


1, 其 中 ze EONAR. 
k>a „Б, 是 整数 ,m, 是 正 整数 ,i 二 1,2,…,, 则 称 下 面 这 上 个 同 余 式 


® 


ах + by =0(modm,) 
为 一 次 同 余 方程 组 ,显然 , 轩 中 若 有 一 个 同 余 方程 无 解 , 则 回 无 解 . NEDE RA. 
每 个 同 余 方程 都 有 解 , 可 将 求 加 的 解 转化 为 求 若 于 个 下 述 方程 的 解 . 


(z=, (modm, ) 
=c; (тойт, ) 


讨论 一 下 图 的 本 质 , 先 看 人 = 2 的 情况 . 
定理 петт, АВ т 的 完全 剩余 系 ,zi” ER m. 的 完全 剩余 系 , 则 zy 
tma 是 模 的 完全 剩余 系 . 即 r, 分别 遍历 模 m , 模 m, 的 完全 剩余 系 
Morar +m” У тетт, 的 完全 剩余 系 . 
证 明 此 时 ,共有 m 三 mm; 个 数 ,因而 只 需 证 明 它 们 对 m 两 两 不 同系 . 
Ж + туд}? жалт, 


则 必 有 zi 一 


„a =x? +m nit (тоёт, m: ) s 


}' (modm)« 
"(因为 


modm mı), 


"在 同一 个 模 m 的 完 系 中 取 值 ). 


定理 1 刻画 了 完 系 的 某 种 结构 ,表明 大 模 нетот, 的 完 系 ,可 以 表示 为 两 个 较 小 的 
模 的 完 系 的 “组 合 "同时 我 们 应 注意 到 ,(mi sm) =1,2" 遍历 模 mi 的 完 系 时 ,msx" 也 
Ж э, 的 完 系 ( 这 个 性 质 的 确 是 常用 并 且 有 用 的 ) ,这样 我 们 立即 得 到 定理 2. 

定理 2 {петт Отот) =l," , 1? AMAR m m 的 完全 剩余 系 , 则 
T, =m ri” +m z)” ЖЕШ mim 的 完全 剩余 系 . 

进一步 分 析 , 我 们 可 以 得 到 一 般 情形 的 刻画 . 

定理 3 U m=mmm m m, 两 两 既 约 ,再 设 m= т, + Мј А 
Мух Мое Маге BEA x" r o, r SF I DIN m om m, 的 


完全 剩余 系 时 ,z ЖИ петт ет, 的 完全 剩余 系 - 
45 Р 


证 明 k=2 时 , 即 定理 2. 


设 上 = wm 六 2) 时 定理 成 立 - 


当 k=n 二 1 时， 
ТУНТ "тей 


我 们 有 х= т.г? 


由 上 两 式 及 = 2 成 立 , 即 证 明了 结论 . 至 此 ,我 们 较 清楚 地 展示 了 “大 模 ”m = 
,是 如 何 被 较 小 的 模 m от. IE. 
下 面 给 出 "孙子 定理 "( 亦 称 " 中 国 剩余 定理 "). 
定理 (孙子 定理 ) 
т, 是 两 两 既 约 的 正 整数 ,那么 同 余 方程 图 的 解 是 
SM, MT cı FMM; ++ + M.M, 'с, тойт), 
这 里 由 一 wmz 
M,' * M,=1( 
孙子 定理 依旧 刻画 的 是 剩余 系 的 结构 ,请 读者 将 其 与 定理 3 进行 对 比 , 可 以 看 出 , 孙 
子 定理 是 着 重 刻 曾 一 组 已 定 下 的 较 小 模 的 剩余 类 与 一 个 较 大 的 模 的 某 个 剩余 类 闻 的 关 
系 ,而 定理 3 则 是 讨论 宏观 上 它们 间 的 联系 . 中 国 剩余 定理 在 做 题 时 的 指导 在 于 它 能 断 
定 同 余 方程 组 图 在 模 两 两 氧 素 时 , 一定 有 解 . 甚至 有 些 时 候 , 我 们 并 不 关心 解 是 什么 ,而 
关注 是 否 有 解 , 怎 样 使 其 有 解 , 


+ 


ДУ овоот 


例 1 解 同 余 方程 组 
=1(mod3) 
—l(mod5) 
7=2(mod?) 
== — 2(mod11) 
Bm =3,m =5, mı =7 .m, 11,81 M, =5 + 7 + П.М, =3 + 7 + 11,M; = 


а 


7: (mod3) aJ iR А 
2) + (2) + (1)=1(mod5), 
f; ' (mods) , B]. 


X7=6(mod1D), 

所 以 Mr' (mod11), BJ R À 

由 孙子 定理 知 同 余 方程 的 解 为 

Z 一 (5。7。11)。1。1 十 (3。7。11)。1。( 一 上 十 (3。 5。11)。2，。2 二 (3。5。7) 
*2۰(-2)(mod3*5*7۰1D, 

Вр x=394(mod1155). 

评注 运用 孙子 定理 时 ,必须 确保 模 是 两 两 互 质 的 , 当 某 两 个 模 不 互 质 时 ,要 将 同 余 
方程 组 进行 变形 ,这 将 在 练习 中 出 现 . 

例 2 任意 给 定 的 整数 "证 明 ; 一 定 存在 "个 连续 正 整 数 ,其 中 每 一 个 都 有 大 于 ! 的 
平方 因子 . 

EM ”由 于 素数 有 无 穷 多 个 ,因而 对 任意 的 m, 均 可 选 出 ”个 不 同 的 素数 户 , 包 ，， 
ГА 

考虑 同 余 方程 组 r= — i(modp?), h + 
理 知 上 述 同 余 方程 组 有 解 ,于 是 工 +1,z+ 2， 
除 ,问题 得 证 

评注 “在 构造 同 余 式 时 ,选择 质数 的 某 些 形式 作为 模 是 十 分 有 效 的 ,再 看 一 个 构造 
HAF. 

例 3 fn W 2005 个 自然 数 的 集合 ,使 (1)S 中 任意 两 数 互 察 ;C2)S 中 任意 人 
六 2) 个 数 的 和 为 合 数 . 
分 析 与 解 2005 显然 是 "年 份 数据 "为 此 考虑 "个 元 素 的 集合 ,由 于 同时 满足 (1) 

《2) 两 个 要 求 不 易 找 到 一 个 直接 的 构造 ,只 能 一 步 步 地 探索 - 

对 于 满足 (1) 的 元 集 是 容易 构造 , 故 设 我 们 已 找到 一 个 满足 (1) 的 集合 {zz, yz 
xz, ,下面 关心 怎样 更 进一步 约束 或 者 变动 该 集合 ,使 其 满足 (2) ,然而 这 不 易 做 到 ,其 难 
处 在 于 (2) 中 “任意 个 数 的 和 ”不 好 控制 . 我 们 当然 希望 需要 控制 的 "k 数 和 " 变 少 ,自然 
想到 了 “归纳 构造 ". 我 们 设 {zt r ,x 已 经 满足 了 (1)(2) ,下面 用 л. л, z. 推出 
a ETM. (хэле эл, PE z. 的 全数 和 "有 2" 一 1 DASD EMY S 
"Т =S —z. i T+ =S, —r,. Trai SSe 一 mo) 均 为 定 值 (它们 均 
中 的 几 个 元 率 之 和 ) ,我 们 想 让 z... + (5, = za Deta FOS: = Fan 
一 .1) 均 为 合 数 , 这 利用 中 国 剩余 定理 是 容易 办 到 的 ,因为 同 余 方程 组 : 
T,(modp,) 是 有 解 的 .其 中 ,是 两 两 互 家 的 数 , 且 户 元 1 


RETO. 
47 ЗР 


所 HPRP DN H Ж. h h M 
Жл т ЖШ pipi р 整 


,zs BEME ER AIE т. ERR kz, ° xax, + 1 的 形式 , 则 
FT st oxy 两 两 互 素 , 这 实际 上 是 要 求 z. 5] (modz; “x. EK. ERR 
b СКАЖЕТ IRS 2 一 1 个 质数 p.p: ЖП a, t a, ° = 
EHRAR TERR T.(modp,"(i=1. D ,rl(moda, * а; 
。a,) ,由 中 国 剩余 定理 ,这 样 的 x.,, 存 在 . 至 此 完成 了 归纳 构造 . 

特别 地 .n = 2005 时 我 们 能 找到 一 个 满足 (1)(2) 的 集合 

йз 求 具有 下 述 性 质 的 ,存在 0,1,2,…,n 一 1 的 排列 (a ,a:，… ,a,) 使 得 

a saar saaa заа: еа, 恰好 构成 模 n 的 完全 剩余 系 . 

解 首先 实验 几 个 较 小 的 

n= 时 ,显然 满足 条 件 ， 

пә? 时 ,(1,0) 满 足 条 件 ， 

nm=3 时 ,(1,2,0) 满 中 条 件 ， 

nm4 时 ,(1,3,2,0) 满 中 条件， 

n=5 时 ,(1,2,4,3,0) 满 足 条 件 ， 

пб 时 ,经 试验 没有 满足 条 件 的 (a sa: 

n=7 时 ,1,6,2,4,5.3,0) 满 足 条 件 ， 

n=8 时 ,经 试验 没有 满足 条 件 的 (ol sar oerda). 

通过 上 述 实验 ,我 们 猜测 ”为 质数 时 , 均 是 满足 条 件 ,尽管 这 可 能 是 不 全 面 的 

下 面 先 证 明 这 个 结论 . 

事实 上 ,对 任意 质数 p, 由 中 国 剩余 定理 ,对 每 个 人 一 2 роь ОВ b =0 


Bn RHR, 


ra), 


《mod 一 1) ,b,=k(modp) H а, RF с, = ро b =a, (k 


k—1 


~— DkCmodp). 
令 a 二 1, 下 面 证 明 a заз ,ay 互 不 相同 (从 耐 (as заз .*** sa, Fk 0.1. 


ор 


,由 antp 一 
(modp) , 故 pta, (kt 一 1) ,所 以 pa, 
PME k 2р1. E а, Sama 

а ((—1)k=a(k(—k)=kl(modp). 

а= іа 1 Стодрә 

MÎ а аы 0 —a(kt—k)=0(modp). 

Ж pla, a, 20 FR. 

HEE k.2SÇkCn ИВ a, =a, M kla (k~ 1)=k(modp), 


GF 


这 说 明 四 (一 1) FR. 

ERAT Ca, sa 
— Daraa Ea a = (3—13а," 

FEAN n HER p 时 满足 条 件 . 

接 下 来 ,我 们 考虑 一 下 其 他 可 能 情形 , 稍 做 分 析 , 即 可 知 对 大 于 4 的 合 数 n,n 均 不 满 
REME. 

бп p vil q= 2p п. n= pq, 1< 
тойт) В p.q€ (2.3, onl), 

Ha, ,as av) 是 满足 条 件 的 序列 , 则 

т М за, 0,88 а 


a.) 的 确 为 0,1,2,…,a 一 1 的 排列 ,同时 a, * a, + а= (2 
k—l)e,=k(modp), 


чп. ХВИ К.Н py 三 0 


=0(modx), 


所 以 ,符合 条 件 的 "应 为 1,4 及 所 有 质数 . 

例 5 证 明 :存在 一 个 正 整 数 ", 使 得 对 于 任意 正 整数 ,mn，2' 十 1 均 为 合 数 . 

分 析 与 解 - 题 中 要 求 对 变化 着 的 人 ,使 得 n. 2° +1 均 为 合 数 , 有 两 种 自然 的 想法 : 
《1) 考 虑 该 式 是 否 能 够 因 式 分 解 !(2) 证 明 该 式 伍 为 某 个 质数 或 某 几 个 质数 的 俯 数 . 

对 于 (1) ,似乎 不 容易 做 到 ,因为 要 使 该 式 能 进行 分 解 的 ”总 要 求 和 k 有 些 联系 ,如 n 
=2" ,但 这 不 符合 题 中 "mn 为 定数 "的 要 求 ,把 角度 转向 (2), 这 看 似 好 像 很 容易 做 到 ,这 
是 因为 我 们 只 需 考虑 2 模 一 些 质数 得 到 的 余数 ,再 利用 孙子 定理 确定 n 的 值 . 

下 面 就 关心 2 模 质 数 后 的 余数 . 为 了 满足 题 意 ,我 们 要 确保 两 件 事 , 即 上 BOR PR E 
整数 时 ,我们 只 能 用 有 限 个 质数 做 模 ( 否 则 无 法 用 中 国 剩余 定理 ), 同 时 对 于 每 个 作为 模 
的 质数 pi, ,2* 模 户 ,只 能 出 现 一 种 余数 (否则 这 样 的 数 不 存 在 ,而 这 不 容易 做 到 ,其 难处 
在 于 我 们 能 否 找到 几 组 剩余 类 ,使 得 对 任意 的 上 都 必 属于 其 中 之 一 ,对 于 上 述 这 种 剩余 
RRRA ARMER”. 分 析 表 明 , 它 是 存在 的 ,月 不 只 一 组 ,下 面 给 出 一 组 ,希望 
读者 能 将 其 记 住 . 


k=1(mod2), 


k=8(mod24). ® 

АТЕЙ ИҢЕ ЖН k EEDEA 16 个 式 子 中 的 一 个 - 

至 此 ,我 们 可 看 到 :车 上 满足 国 ， 

Aine Aime HHIk ача 

МВ ЯФФО, 

k+ 29618269 1(mod7), 

k + 2"l=4k+l(mod5), 

k+2"+1=16k+1(mod17), 

k + 2° t1=k+l(mod13), 

k + 2° +1=2564+ 1(mod241). 

由 中 国 剩 余 定理 (注意 上 述 每 一 个 同 余 方程 均 有 解 ) ,这样 的 4 存在 

评注 这 样 的 同 余 覆 盖 式 不 只 一 组 ,例如 三 0(mod2) ,k=0(mod3)， 
二 3(mod8) ,k=*7(mod12) ,k=23C(mod24) 也 是 一 组 


XE gaus 


k+ 1(mod3), 


=1(mod4),k 


۴ r=3(mod?) OD ,3rel(modl0) ® 
ЦИ остов) @ 47=7(modl5) ®© 
2. ШЕАЮЖЫЕЖ К ШЙ. -ЖОЕЕТНЕВВ KF EMRE RNR T 


CELLE] 

3. 设 是 给 定 的 正 整 数 ,a， ,04,…as 是 两 两 时 的 的 正 整 数 ,证 明 ,一 定 存在 人 个 相 
HERRE ва, EROS; SD. 

жж Ер Кл, я НЕ ЕЕ. ЖЫТ ЕЕ КИНИ ӨН, К 
数 的 得 次 都 小 于 或 等 于 1. 

5. 设 尹 为 任 亏 的 正 整 数 ,证 明 : 一 证 存在 "个 相 邻 莫 数 ,使 其 中 任何 一 个 都 不 是 质数 
AE. 

$ ЕЖ п. DEK 
южн f=. 

TR nk ERR BE BK >0. EEn DAER 证 明 :存在 xy, 使 得 (rn) 一 
(у.н) =1, E r+ y=k(modn). 

8. 确定 所 有 正 整 教 a, 对 它 在 查 一 个 整数 办 ,使 得 2 一 1 E +O 的 一 个 因数 . 

9. 设 FCz) 为 整 系数 多 项 式 ,已 知 对 任何 整数 mn.F(n) 才 能 鼓 整数 aivazv san 之 一 


Ф. 


能 被 nn 整除 的 最 小 正 整 数 . 证明 : 当 且 仅 当 nn 为 2 


Ek. ë йэр L B ik E 89 ТЕШ ЕЯ ВЕ n,F(m) 都 能 被 它 整 除 . 
10. Е ЕВИ п. ВЕ ПВА Е ЖЕНЕ ЛИШЕТ л ЖЕ 
ке А, А ш ЕКЕ ЖЮ А). 


$3.2 平方 剩余 


эше БЕН 


A Ph iË Е Jr FR ВО — ИЯР Fi ih Ж 41 th @) "K HI MIKE". ERM Legendre 
mu. 

平方 剩余 的 出 现 源 自 解 二 次 同 余 方程 

ал? +h + es=0(modp), Ф 

р ФРЖ. pta. 

ROER Юан. HE OL ЯЕ 44, 同 加 上 所 ,配方 得 : 
дас, y=2ar+b, 
dac(modp) ,显然 这 个 同 余 方程 与 0 同时 有 解 或 无 解 . 这 样 我 们 只 须 讨 
论 形 如 (modp) 的 同 余 方程 ,注意 到 当 p| 2 Bt, ERRA 三 0(modp) 这 一 解 ,所 
以 ,以 后 便 假定 Phd, 这样 我 们 引进 了 平方 剩余 

ENLI ШЖ p>2,d 是 整数 ,Phd, 如 果 同 余 方 程 三 d(modp) 有 解 , 则 称 d 是 模 
户 的 "二 次 剩余 "( 亦 称 平方 剩余 ) , 若 无 解 , 则 称 d 是 模 p 的 “ 非 二 次 剩余 ”. 

例如 ,我 们 取 p=5, 那 么 ds1. 一 1(mod5) 是 机 5 的 二 次 剩余 , 取 p=11, WA dEl, 
3,4,5,9(mod11) 是 模 11 的 二 次 剩余 ,一 般 地 有 以 下 结论 ， 


定理 1 在 模 p 的 一 个 简化 剩余 系 中 , 恰 有 二 :个 模 p 的 二 次 剩余 ,2 于 个 模 /的 
非 二 次 剩余 . 此 外 , 若 d 是 模 p 的 二 次 剩余 , 则 同 余 方程 三 dCmodp) 的 解数 为 2 

证 显然 的 ,只 要 取 模 p 的 绝对 最 小 简化 剩余 系 : 

E a ре Led! ‚= РЕС 22 ШҮД мл! 

га заа Cl i 1 Ф 

来 讨论 ,d 是 模 p 的 二 次 剩余 当 且 仅 当 

erich реса цё 

EY 


iy a) (тоёр). 


? 


51 


dag 


由 于 (一 站 ?三 产 (modp) ,所 以 4 是 模 p 的 二 次 剩余 当 且 仅 当 
(dp Ф 


上 式 给 出 了 模 p 的 全 部 二 次 剩余 ,共有 2 个 ,由 于 模 p 的 简化 剩余 系 有 一 1 个 


数 ,所 以 另外 的 4 个 数 必 为 模 p E= KE. 


当 d 是 模 p 的 二 次 剩余 时 ,注意 到 1 Zaf p mod) ,结合 图 知 , 必 有 


三 d(modp) 的 解 , 进 而 推出 在 简化 剩余 系 四 中 
(modp) 的 解数 为 2, 定 


modp) Ë 2 
(modp) 的 解 , 即 同 余 方程 x 


EM ла 


HERA r= +i(modp) г" 
理 得 证 ， 
需要 指明 с кий о... (EFE) EAT OL, HEE /的 完 系 中 有 


=A. 
下 面 我 们 关心 的 是 ,对 于 什么 样 的 d, 它 是 modp МА 


EE ARAM) 
设 素 数 P>2,pd ,那么 ,d 是 模 的 二 次 剩余 的 充 要 条 件 是 


dt =1(modp); @ 

d 是 模 p 00) F — K 8 9k 09 FER ЖЕЕ 

dT =—1(modp). @ 

证 MAKERE 4. РМа. KOROR HNA- REI h Pt а 
三 1L(modp) „Т (4 —1у(4°#' +1y=0(modp), н F Rf p>2 А 1, + 


Тоа Вто hpa Ott LOU — RRL. 
下 面 证 明 d р 的 二 次 剩余 的 充 要 条 件 是 加 成 立 , 先 证 必要 性- 
RA 是 模 p 的 二 次 剩余 , 则 必 有 z, 使 得 
d==l(modp) ,因而 有 zt! =d (modp). 
由 于 phd, 所 以 phz), 由 费 马 小 定理 知 
(modp) ,必要 性 得 证 . 
@ 式 成 立 ,这 时 必 有 phd. 考 感 一 次 问 余 方程 a7 三 b(modp), 由 ptd 
知 对 于 由 四 式 给 出 的 模 p 的 简化 剩余 系 中 的 每 个 j, 当 a。=j 时 , 必 有 唯一 的 zx 属于 
简化 剩余 系 加 使 得 ar 三 b(modp) 成 立 .车 d 不 是 模 p 的 二 次 剩余 , 必 有 j 关 ,这 样 ,简化 


Ф. 


剩余 系 加 中 的 p 一 1 个 数 即 可 按 j,z, 一 对 ,两 两 分 完 ,因此 有 

а'тк=(р—1)! 二 一 1(modp){ 利 用 了 Wilson 定理 ). 

BR DFR. В о j =z, ,从 而 d ER p 的 二 次 剩余 ,充分 性 得 
iE. 

这 样 便 完成 了 对 欧 拉 判 别 式 的 证 明 - 


Ü 


例 1 设 户 是 奇 质数 ,证 明 ; 一 ! 是 模 p 的 平方 利 余 的 充 要 条 件 是 p 二 1(mod4)。 

证 明 由 欧 拉 判 别 法 ,一 1 是 模 的 平方 剩余 的 充 要 条 件 为 (一 1)5 а Стор) ,由 
/为 前 质数 ,推出 欧 要 条 件 为 P 一 0(mod2), 即 рее стой) ВНЕ. 

评注 从 本 例 可 以 看 出 , 欧 拉 判 别 法 的 实际 作用 并 不 在 对 具体 的 户 进 行 判定 ,哪些 
是 模 p 的 二 次 剩余 (实际 上 , 当 p 不 大 时 ,直接 利用 d ر‎ ая 


更 快 ), 而 在 于 对 属于 某 个 特定 剩余 类 或 具有 某 些 特定 约束 条 件 的 广泛 的 p 的 二 次 剩余 
的 性 质 进行 讨论 . 


#2 设 记 是 满足 p 三 1(mod4) 的 奇 质数 ， зн NEILL ,其 中 {zx} 三 x 一 [x] Cr] 


为 不 超过 z 00 8 K W tk. 
8 由 " 例 1" 知 ,p 一 1(mod4) 时 ,一 ! 是 模 p 的 二 次 剩余 , 设 a 也 是 模 p СКИ 


余 , 由 欧 拉 判 别 条 件 ,( 一 a) 所 DF + а =1(modp). B) —a 也 是 模 p 的 一 个 二 次 
剩余 ,所 以 模 户 的 二 次 剩余 构成 的 集合 {1 ,2 1) ) 在 模 意义 下 即 为 
lap asa p a a p asi). LH 1<а, ра, <р. 


题 分 析 


2 


а 
u3 2061-2. Бү 

ви (205) Н >ц} 

下 面 是 一 个 二 次 则 余 方程 的 例子 . 

例 3 求 有 序 整数 对 (a, 纪 的 个 数 ,使 得 7° + ar + b= 16y 有 整数 解 (zy) ,其 中 1 


a,b<2004. 
53 “Sq 


a 


解 由 定理 1 知 ,p 为 奇 质数 时 ,S: Bp RRERÊTÊ + 1= A NAGER s 
яр 0). 

这 样 , 当 存在 rEZ, 使 二 ar 十 b 三 0Cmod167) 时 , 则 有 整数 解 (x.y). 上 式 两 边 同 时 
乘 以 4, 配方 ,整理 得 :( 这 实际 是 解 二 次 同 余 方程 的 步骤 ) 

a! —4b= (2x +a) (mod167), 


К,а? —45 ОШ 167 的 平方 剩余 (包含 ot + 1 一 84 个 值 (a 取 0,1:， 


.83. 
又 167X12 二 2004, 帮 每 个 a 对 应 84 X12 个 满足 要 求 的 5, 因 此 共有 2004 X 12 X 84 
一 2020032 个 不 同 的 有 序 整数 对 . 


评注 解 超时 要 注意 是 中 的 变量 是 在 模 ра RE HRA Ы 


余 ), 还 是 在 模 p 的 完全 剩余 系 中 取 值 . 
为 了 叙述 的 方便 ,我 们 引入 Legendre 符号 . 
定义 2 ОЖК p> ELMER d 的 两 数 


1, 当 d RR p 的 二 次 剩余 ; 
(> lane 二 次 剩余 ; 
0, 当 pld. 
RHE (f) Legendre 符号 ,由 本 节 定理 2, 我 们 可 以 立即 推出 ,Legendre 符号 


具有 以 下 性 质 ， 
4 +а 
«о (2) 


ч (F )=4#' (moa): 


#4 REFAH p НА o< r. < p. B WE y 一 z(modp) 的 整数 对 
Судя p М. 

EM ie fr: 工 , 则 F(z) 是 奇 函数 , 当 f(x) Стоар) th A i WF 
(0.0.1.00. 


Re 


当 p=3Cmod4) 时 ,因为 I 


(7) (7): aTe. 
FIED у*==— }(т)=/(—х)—1ЖЯШ.—1 ЖЖ. 


asza Р yi fC) modA ФАН =EL BES upr 中， 


Сх) оар) 272—6 HM. 
=f (modp)# (P7 3e) +4 лит. 


Шол =2,3, 

又 对 每 个 zx 一 2,3 一 2, 由 y 
dmodp) 有 2x EF? = p—3 个 整数 对 (>,y) 清 足 、 

当 z=0,1,p 一 1 时 ,六 三/(zx) 三 0(modp) 均 只 有 一 个 整数 对 满足 题 意 . 

所 以 p 竺 3(mod4) 时 , 同 余 方 程 有 有 p HW. 

当 p=1(mod4) 时 ， 

=eys (=l. аша y 

=>) (5) (>) r koa 

六 三 f(z) 与 六 三 /( 一 x) 或 同 有 两 解 或 同 无 解 . 

@ 22.3 PTER у шш ус) (mod k ЖЯ, = PEL BES, 


三 d(modp) 必 有 两 解 , 故 х=?2,3,++,р—2 M. уг = 


2-2 


PESON k ТЯ. 
类 似 于 p 三 3(Cmod4) 的 情形 知 ,x 一 2， 


组 (z,y) 满 

当 z=0,1,p 一 1 时 ,三 f(z) 三 0(modp) 各 有 一 组 (z,y) 满 足 要 求 、 

所 以 共有 4 +3 组 解 ,而 p= mods), 

故 p 三 1(mod4) 时 必 不 满足 条 件 . 

综 上 所 述 ,p=2 或 p==3(mod4). 

评注 从 本 例 可 以 看 出 ,用 Legendre 符号 描述 模 的 不 同 对 二 次 剩余 的 影响 较 用 欧 
拉 判 别 法 更 方便 ,事实 上 ,Legendre 符号 的 用 武之 处 绝 不 仅仅 如 此 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 
有 关 书 籍 . 

最 后 再 看 一 个 例子 ,该 例 是 二 次 剩余 中 的 重要 关系 . 

#5 设 记 是 察 数 且 p 三 1(mod4), 则 能 写成 两 个 平方 数 之 和 . 


+= fCz)(modp) H 2X (RFR) 


,2 一 2 中 ，， 


证 明 R p= modo (T) = 


所 以 存在 xEZ, 使 得 ° 
AFERA RSD E u 
#р=т?+у'(т,уЄ 7), 


(тоёр). 
1 一 4p, 即 存在 At3D ,使 


M| +s =x’ + y =0(modt).WDff fr k, € N. 
BRO Hs =k k. 

MI Cr + 
OF +S Fy 
从 而 rets: 


I AT j TE FERE Ap 也 可 表示 为 两 个 数 的 平方 和 的 形式 . 


因为 At 二 (全 ) + (Gyi me <<a. 
从 而 只 要 k GEA k, СА В k.p tb p| RR HHT UF Ra ty zÇ. 


因此 ,p YT RR AION fk Y. r fa R з — FIFI ТЕ m en. 
评注 di x+y =0.1,2(modt).ik RA, # — + IÉ Ж p 能 写成 两 个 平方 数 和 的 形 


式 , 则 它 必 然 基 4 十 1 型 的 数 . 


M воша 


1. 设 户 是 青 素数 , 且 p=l(mod4). iE: 
азыг, PF PR расво HET, 


рави pH AAR HETINE RK pM =k 


FHR: 


(21.2... 
GL. i PARR расквва в РО 


2. 设 户 是 音素 数 . 证 明 :1,2,……,p 一 1 titik pb kez sS яр) 


аф» 


а 
2p] 
3. 求 所 有 的 正 整数 ,满足 对 所 有 的 n, BEE m 使 得 2" 一 1|m* 十 9. 
4 设 户 是 一 个 自 十 3 НЖЖ. pla? 二 所 , 则 pla B p|b,.3 F a.b€ Z. 
5. 设 大 是 一 个 正 整数 .证 明 :存在 无 穷 多 个 形 如 ma*2# 一 7 的 完全 平方 教 ,其 中 口 为 
正 整数 . 
6. 不 存在 整数 ray 使 得 ?十 3- 
7. 不 存在 一 对 正 整数 r. 满足 


8. 证 明 :(1) 当 素数 раз 8. ($ )31 Вол. Бат Ж r'=a(modp) t Rr 


(2) 0 p=8m+ s (2 ) 8. £ z'=a(modp) f Ж. 


9. 证明: 有 无 穷 多 个 4 十 1 型 的 素数 . 
10, 证 明 : 有 无 穷 多 个 8 十 1 型 的 素数 . 


0S 不 定 方程 (组 ) 


$4.1 公式 法 解 不 定 方程 


age ГЕНЕ 


不 定 方程 (组 ) ,是 指 未 知 数 的 个 数 多 于 方程 (组 ) 的 个 数 , 且 未 知 数 受到 某 些 限制 (如 
整数 , 正 整数 或 有 理 数 ) 的 方程 (组 ). 

对 于 一 个 一 般 的 不 定 方程 (组 ) .通常 没有 一 个 统一 的 解法 ,必须 对 不 定 方程 的 具体 
形式 进行 分 析 ,确定 解 题 方 向 

下 面 讨论 几 种 不 定 方程 解 题 模式 ,我 们 称 这 些 解法 为 公式 法 - 

1. 一 次 不 定 方程 

最 简单 的 不 定 方程 是 整 系数 方程 

ar+by=c(abz0). Ф 

上 述 方程 通常 称 为 二 元 -次 不 定 方程 . 

Emi 二 元 一 次 不 定 方程 作 的 系数 都 是 整数 ,其 有 整数 鲜 的 充 要 条 件 是 (w,b) е 

证 必要 性 Ür... 是 中 的 解 , 则 有 a 十 hy, = cik d= (a,b). MH dlar.d] 
bys PBA dlc. 

充分 性 аан dlc. Sodio EZ). W d= Cab) MIERE zorye E 4 
ах tby, FET e= d=acir tbey PU cx. cı ys 是 四 的 整数 解 . 

这 样 定理 1 HE. i READE ИЕ. сд.) ic MAh HARE 


azthy=a, 

HR Ca, b )= 1, ROH DAR, AK. ЯТА іе (a,b) 二 1 时 ,方程 四 的 
ж. 

定理 2 车 (o, 亿 一 1, 且 my %#Ф©®—# ЕЛИ SERN гето +b y= у, 
шиє?) 

证 Bary 为 四 的 解 , 则 有 

ал, +by = c. 图 

B ry 是 中 的 任 一 解 ,中 一 加 得 
)+b(y—y)=0. 

因为 (a,6) =1, FEH bl rra) B r— r be АИЯ r= r, +b. ЛЧ А E 
式 得 > 一 % 一 at, 即 方程 任 一 解 都 可 表示 为 了 一 zo 十 bt,y 一 ye 一 atCIEZ). 

RZ т, у, 是 四 的 解 , 则 容易 验证 r= r, Ft, у= у, 一 ar 均 是 四 的 解 ,从 而 定理 2 
得 证 . 

ARE 2, г= т, Hot, y= yo аг 是 方程 四 的 解 的 一 般 形式 ,因此 通常 称 为 通 解 ,相应 
地 ,x,y。 称 为 四 的 特 解 . 

2. 勾 股 方程 > + y 

这 是 一 个 相当 特殊 的 三 元 二 次 不 定 方程 , 它 有 鲜明 的 几何 意义 ,并 应 用 广泛 . 

这 里 只 讨论 勾 股 方程 的 正 整数 解 ,由 方程 不 难看 出 .如果 (z,y) а, аа, та 
1z, 这 样 可 在 勾 股 方程 两 边 约 去 d’ ,所 以 我 们 只 须 讨 论 满足 Cr,y) 一 1 的 解 ,此 时 易 知 +, 
уна 实际 上 两 两 互 蒜 ,这 种 +,y,z 两 两 互 素 的 正 整数 解 (z,y,z) 称 为 勾 股 方程 的 本 原 解 ， 
也 称 为 本 原 勾 股 数 . 

下 面 给 出 勾 股 方程 的 全 部 本 原 解 . 

定理 3 HAr ку == 满足 (rz,y) 一 1,21y 的 全 部 正 整数 解 (z,y,z) 可 表示 为 工 
=at— B. y=2ab, 2= a +6 IEP a,b BRE a >Ь:>0,а,Ь 一 奇 一 偶 且 (a,b) 二 1 的 任意 


аб 


тк. 
证 Rey R Ly =S 的 解 , 则 由 21y,(r\y) RER т.с 都 是 奇数 ,于 
жави. 
原 方程 变 为 (党 ) -= ® 
(EE EE =. 


Еа саа RAM TAF TMT жеу 


„Ф 


| 
Быз 


数 ,于 是 有 a,bEN, 且 a>b, 使 得 5 


PIRR r=a i 2abys=a +B, 
由 ?hz Жа, — ñ — (8. 
3. 沛 尔 (Pel) 方 程 
次 不 定 方程 本 质 上 归结 为 ( 双 曲 型 ) 方 程 dy =c 的 研究 ,其 中 deEZ,d 
>0 非 平 方 数 , 而 co, 

此 方程 的 一 个 特殊 形式 зг ау 
最 为 重要 ,也 最 为 基础 , 回 称 为 沛 尔 方程 . 

能 够 证 明 (在 此 不 对 讨论 ) 方 程 @@ 一 定 有 无 穷 多 组 正 整数 解 ,又 设 (z,,y,) 是 回 的 正 
整数 解 (z,y) 中 使 * 十 yVG 最 小 的 解 , 我 们 通常 称 (zi,y ) 为 最 小 解 , 则 @@ 的 全 部 正 整数 
解 由 


=b ((a,6)= 1), kE y=2ab. 


® 


z= [Ca dy + dy "1, 
1 ° @ 

у бур)" (zı Му У] 
MBL. 
ABG th у, vy, 满足 的 线性 递 推 关系 


үз аа таан 


|. 221,17 Yet. 

沛 尔 方 程 在 数学 竞赛 中 主要 用 于 证 明 问 题 有 无 穷 多 个 解 ,实际 上 对 具体 的 d, 可 用 党 
试 法 求 出 加 的 一 组 正 整 数 解 (x y) Eiln o у, ) 是 否 为 最 小 解 ,由 @@ 均 给 出 方程 的 无 
穷 多 组 解 . 


A aman 


例 1 解 不 定 方程 43r—77y=187, 

解 因 (143,77) 一 11, 且 111187, 故 原 方程 有 整数 解 , 且 等 从 于 13z 一 7y=17， Ф 
在 中 两 边 模 ? 得 6 >=3(mod7)=>2zr=1(mod7), 

故 r=4(mod7). 
可 取 x 一 4, 代 人 中 得 
于 是 得 到 中 的 特 解 r 


аф» 


由 定理 2, 诛 方程 的 一 切 整 数 解 为 | 
1>=5+13e 


#2 求 不 定 方程 7z 十 19y 一 213 的 正 整数 解 . 
解 由 例 1 的 方法 求 得 原 方程 的 一 切 整数 解 为 | 


xz=25 十 19t>0， 
y=2—7r>0, 


25 
М8 19.67 
因为 rEZ, 故 :一 0, 一 1. 


[25.6 


дининен. =z. | 


HI Ri pm LH ХЗ ®1- ARN. 
分 析 与 证 明 ЮНИ E X M. 下 手 ,但 细 想 后 .联系 到 任何 有 理 数 都 可 表示 成 双 


《pe ,9 产 0) 的 形式 ,可 知 此 是 实际 上 考 的 是 变换 了 形式 的 多 股 方程 三) + (2) = 
на Жил ЫН. 
MOL AAD ваза (E ‘gg EM DLEA EA R ab 的 到 值 有 无穷 多 种 ， 
故 单位 加 上 有 无 穷 多 个 有 理 点 . 

#4 求 不 定 方程 43y =r" ‚Ст, у) =1 的 正 整数 解 的 通 式 . 

解 (z,z)= 1v7 是 奇数 ,yvz 一 奇 一 个 . 

Hi 3y = (z+ r)(z—zr),08[|#ar=z+r.3bimz—r,(a,b)=1, 

于 是 六 一 ab a= ш b=. (u,v) =1. 

Хо R =s a Ка Зр ш 1382. 


2,0 r= 3 — 2 
车 :=1, 则 必须 a 十 35 是 偶数 , 即 u,v 同 为 奇数 
对 于 3bt 二 z 十 ,at 一 x 一 + 的 情况 可 作 类 似 讨论 . 
RAR (r= |u —3 у 2uvz =n F3 uv — f Rl, (шуо) =l; Dr 


зире hê +3 uc ВН НН Си, =1. 
例 5 EHR BERFE ЕШ (199,0) RA, LA 199 3 F eft Bi ЕВИЧ 


„Ф 


һы 9 


解 АСОИ O БАЕ ААО 02—199)" Fy = 199°. 

Æ, (0,0), (199,199), (199, — 199), 398,0) 977 FERS 4 组 解 ,但 当 уз0, +199 
В}, Су,199) =100 199 是 质数 ) ,此 时 ,199,y, |199 一 了 | 是 一 组 勾 股 数 , 故 199 可 表示 为 
两 个 正 整数 的 平方 和 , 即 199 一 me +n. 

Н 199=4 X49 +3, ik m—2k.n=21+ 1. Ж 

1994k HF HUHIA HEDH, 

但 这 与 199 为 4d 十 3 WARF AFM O 上 只 有 4 个 整 点 (0,0),(199,199)， 
(398,0),(199,—199). 

例 6 求 出 方程 = —7y' =1 的 所 有 正 整数 解 . 

Ж ” 先 求 最 小 解 (zi yy )， 令 y=1,2.3.- 

?一 1 时 ,1 十 ?7Y 一 8iy 一 2 时 ,1 十 7 六 一 29iy 一 3 时 ,1 十 ?7 六 一 64 一 8 

所 以 ,zr 一 7y* =1 的 最 小 解 为 (8,3), 于 是 


+ 一 本 站 -二 [8+3V7)+(8-3V7D)， 


x у, 
=н 一 (8 一 3Y7)"J, 其 中 n=1.2,3.., 
/ 


#7 证 明 方程 гу +r + = 1999 有 无 穷 多 组 整数 解 . 

分 析 “本题 是 沛 尔 方程 与 方程 解 的 表示 知识 的 综合 运用 , 令 了 =10 一 ty 一 10 十 kz 
一 mv 一 一 1 一 ms 得 (2m 十 1)* 一 80k* 二 1, 从 而 利用 沛 尔 方 程 有 通 解 的 表达 式 . 

M ”注意 到 ,10* 十 10’ 二 0; 十 (一 1)? 二 1999, 我 们 寻找 具有 如 下 形式 的 满足 方程 的 整 
数 解 : 

x=10—k,y=10+h,s=m,t=—1—m(k ,mE Z). 

经 代 人 原 方程 ,化 简 可 知 上 ,m 满足 m (mF 1) 二 20k?， 

BD C2n + 1) — BOF = 1. 

这 是 一 个 沛 尔 方程 ,注意 到 站 一 4,k= 1 是 该 沛 尔 方程 的 一 个 解 ,并 且 该 方程 的 所 有 
EMRA (mask WE: 

2m, ++, /80=(9+ /80)", 

这 样 的 (mvvkv) 有 无 穷 多 对 , 故 原 方程 的 整数 解 有 无 穷 多 组 . 

AS (1) 证 明 存在 无 穷 多 个 正 整数 4, 使 a 二 1 和 3a+1 都 是 平方 数 ; 

(Ê aı <<at<…<<an<… 是 (1) 的 全 部 正 整 数 解 组 成 的 数列 ,证 明 :ava,t, 也 是 平方 
ж. 

# (DiRa+l1=y.3a+1=r, MARENE 

3y =—2, Ф 


Ф. 


易 推 得 四 的 全 部 解 (z.,y.) 满 足 
2+/3"(1+/3).n€ N.. Ф 
Syl ДФ у =3 у: =11,а,=8,а;=120,%%. 
Daami +1= Су Din DHS уу, —. 
ЕЕЕ ЭЕ. ЯНЕ зї. y y. 间 的 关系 ,为 此 ,由 回 有 r. +/3y. = (2z, HT 
э,э+УЗ(х,+2у„), 
ое 
Ie aH yn. 
F aani +1 = yi: 
一 (yy бауу, 4+2 


Alany iE r — 3y 一 一 2 (%##.& ri 3+2=0, йаа... ЖУ. 


ЖЕ BONS 


1. FHF 9032, +731, = 1106 有 ( OE 9 ЕШ. 


A.0 вл C2 D.3 
2. FERB 962, +972, =1000 有 ( ) 组 非 负 整数 解 ， 
A.0 Bl Ct р.з 


3. а,Б,сЄМ. (а,Ь,с) =1.Х ik (a,b) = d, M я> +4-а—5—с 时 ,方程 ar 十 


by 十 cs 一 n Я ЕК Суза). 
A. 求 出 —2y =1 HR E E KN. 
5. kryr ka ty =e 的 正 整 数 解 ,证 级:(1)31z,31y 至 少 有 一 个 成 立 !(2)51 
2.51551: 至 少 有 一 个 成 立 ， 
满足 Cr,y) 一 1 ВЕК. 
7. 整 煞 边 直 角 三 角形 的 内 切 图 半径 长 是 整数 . 
8. RREN. ,k2>2, 证明 存 在 无 穷 多 个 整数 n, 使 得 kn 十 1 及 (大 十 1)n 十 1 都 是 完全 平 
УЖ. 
э. 证 明 :有 无 穷 多 个 正 整 数 n, 使 得 [V3m] 是 完全 平方 数 ,([z] 表 示 不 超过 的 最 大 


ERO. 
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1 


854.2 同 余 分 析 法 解 不 定 方程 


дә 知识 扫描 


解 不 定 方程 虽然 没有 固定 套路 ,但 大 致 央 考 方法 还 是 有 的 , 同 余 分 析 法 就 是 一 个 很 
好 的 思考 方法 . 

由 和 于 不 定 方程 往往 有 太 多 的 “不 定性 ”, 但 方程 的 解 是 整数 就 让 我 们 使 同 余 分 析 法 有 
了 用 武之 地 ,在 方程 两 边 选取 适当 的 模 后 ,往往 能 找到 方程 的 解 应 满足 的 某 些 必要 条 件 ， 
甚至 推出 方程 无 整数 解 , 这 样 的 论证 灵活 多 变 , 在 数学 竞赛 中 尤为 多 见 ,本 节 将 操 取 一 些 
例子 来 表现 同 余 在 这 方面 的 运用 . 


ИТҮ ао 


例 1 证 明 : 不 定 方程 Fy 一 8< 一 6 没有 整数 解 . 

证 模 2 г.у 奇偶 性 相同 ; 模 4 可 知 r,y 同 为 奇数 ,从 而 + =1 (modê), y'= 
(mod8), 

对 方程 两 边 模 8, 有 6= > + у — 8z =2(mod8) ,矛盾 . 所 以 原 方 程 无 整数 解 

评注 ”此 旺 取 模 方法 还 有 很 多 ,例如 直接 取 模 8 亦 可 证 明 . 

例 2 求 所 有 正 整数 *>1,y>1,=>1, 使 得 1! +2! +++! А Ф 

M ХИРЕ r>8 时 必 有 = 一 2. 因为 四 的 左边 被 3 整除 ， ж 31> ,从 而 31 
,于 是 四 的 右边 被 3 整除 , 另 一 方面 ， 

1! +2! 十 … 十 8 一 46233 
被 3 整除 ,但 不 被 3 整除 ;而 对 n> 有 了 
不 被 8 整除 ,从 而 中 的 右边 也 如 此 , 即 必 须 

现在 进一步 证 明 , 当 28 时 ,方程 中 无 解 . 中 两 边 模 5, 当 r>8 О! + 
2! +3! +4! 三 3(mod5); 又 已 知 z=2, 故 人 D 右 边 1<тод5) ,从 而 上 述 断 言 成 立 . 

最 后 , 当 х<8 时 ,通过 验证 可 求 得 四 的 解 是 г 一 2. 

评注 此 例 中 ,通过 比较 某 个 素数 在 一 个 等 式 两 边 出 现 的 等 次 ,以 导出 结果 , 同 余 的 
这 种 变形 手法 被 称 为 比较 素数 竺 法- 


ep < 


+ 所以, 当 了 二 8 时 ,四 的 左边 被 3 整除 ,而 


例 3 (2004 fE KT $ RHE RHE г.у 是 质数 , 求 不 定 方程 —у = 


ху — 19 @#. 
解 若 +=y, 则 显然 无 解 . 
由 已 知 方程 可 得 x? 三 一 19(mody)， 


由 于 ry HRB, А r#y MAy 

由 费 尔 马 小 定理 ,有 x2" '=1(mody), 

于 是 ,有 z 十 19 王 0(mody)， 

FIRE 19— y=0(modz), 

WN r~ y+19=0(mody),r—y-+ 19=0(modz) „Ц z—y-+19=0(mod+ry). 

易 知 z 一 ?十 19 天 0, 于 是 ,有 z+ y+192>|r—y+19|2ry, 

即 得 (z 一 D)(y 一 D 一 20. 

129119,2 y+ 19> ry, a+ DO DLE, 

MIU 225 时,y 一 2 R y=3. 

但 是 i =2 <0," =3 <O, ry = 19> 0, FR. 

从 而 = 4. 容易 验证 , 原 不 定 方程 的 解 为 (2,3) 和 (2,7). 

评注 ”此 题 中 的 x,y 是 质数 的 条 件 让 人 联想 到 同 余 中 的 著名 定理 ,从 而 以 r,y 为 模 
直至 解 出 本 题 , 值 得 注意 的 是 ,此 解答 中 还 用 到 了 不 等 式 估计 方法 ,此 法 在 下 一 节 会 有 介 
m. 

例 4 试 证 当 2<n<11 时 ,不 存在 "个 连续 正 整数 ,使 得 它们 的 平方 和 是 完全 平方 
к. 

证 г ВО FEE n AER E ЖЕШ, EREE 1093 Ж! 
是 平方 数 OEN OHI HHD HeH aH y, 


Wnr tnat Drt innt 0н ну, Ф 


E A= би) 2н +1), yî =A Стоби) 


当 m=3,4,9 时 ,分 别 有 A=2(mod3),A: 
M n=5,70f,n| A.F E h D3 n| y, $ 5 


Det Dnt D mne 


(mod4) ,A 三 6(mod9) , 故 n#3,4,9. 
z RADH 


м) seras, 


以 n=5,7 代 人 后 将 分 别 得 到 (zf 十 3)* 三 一 2C(mod5),(z 十 4)* 二 一 4(mod7), 但 这 是 


不 可 能 的 , 故 п©5.7. 
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< 


э п=б.в,ло 时 ,由 四 得 (w+D( Hnr tin nD +y, ° 


Ж mn 一 6, 则 由 四 知 z + у =0(mod7), 
,1,2,4(mod7), 因 此 需 使 r 


一 0(mod7), 于 是 由 加 知 有 71 二 an 十 D)(2n 十 D) 一 ?7X13, 巴 盾 . 


=0(mod7) 成 立 ， 


# n 产 6, 同 理 可 证 " 产 10. 
车 
而 式 二 0,1,4,7(mod9) ,故此 式 不 成 立 ,n 关 8. 
综 上 所 述 , 命 是 得 证 、 
例 5 (2003 年 英国 教学 奥林匹克 ) 
已 知 34! 一 295232799cd96041408476186096435ab000000, 求 数字 a,b 
解 由 于 34! ахат X3 хоч kX IP XT X31 х2” X10, 
WPL 0.20. 
аи FEW N 7 EMIRE R UL 2” 
三 位 355 可 以 被 8 整除 (因为 1000 可 以 被 8 整除 ), 因 此 a 
由 于 34! 可 以 被 9 整除 ,所 以 ,其 各 位 数字 之 和 也 可 以 被 9 整除 ,于 是 ,141 十 c 二 d 完 
D(mod9) BJ c 十 d 一 3(mod9). 
而 34! 还 可 以 被 11 整除 ,所 以 ,奇数 位 与 偶数 位 上 数字 之 和 的 差 可 以 被 11 整除 ,于 
是 ,80+ds61+c(mod1l), 即 8 二 ds 一 ctmodll)， 
M etd=3.8+d4=c HEN, 
当 c+d=12,8 十 d=c 时 ,无 解 ; 
э с+а=12,4=с+3 时 ,无 解 ; 
当 ctd=3,d=ct+3 时 ,得 (= 
综 上 所 述 ,ae 一 2,0 一 0vc 一 0,d 一 3 
评注 “此 题 的 条 件 让 人 望 而 生 县 ,但 仔细 思考 就 会 联想 到 某 些 数 可 整除 的 数 所 具有 
的 性 质 , 进 而 解 出 此 题 . 
例 6 证 明 : 不 定 方程 8 十 15" 一 17 Ф 
的 全 部 正 整数 解 是 x 一 > 一 = 一 2 
| 证 我 们 先 用 同 余 证 明 :y 和 > 都 是 偶数 - 
方程 D 模 4, 得 到 (一 1)” 三 1(mod4)， 
| 从 而 y 是 偶数 ,将 方程 中 模 16, 得 到 8’ 二 (一 1)’ 三 1(mod16)， 
| BJ 8' =0(той16), Ё 2222. 


, 则 由 加 可 得 r+ yor вог Û X8x9X17= 


,也 可 以 被 8 整除 , 即 最 后 


ВЕЙ 17°=1,15°==1(тто432),&# = 是 奇数 , 则 由 21 及 x 之 2, 可 从 中 得 出 
(mod32). 
这 不 可 能 ,所 以 = 必 为 一 个 偶数 . 


设 > 一 2y， < * 则 方程 人 可 分 解 为 

(17% 一 15")07" +15")=8", ° 
易 知 名 中 左边 两 个 因数 的 最 大 公约 数 为 2, 而 名 的 右边 是 2 HE BUAN 

17% 一 155 =2 ° 

179 +15" =2—_' Ф 
HOR 32 可 知 z, у, BABE BF k CS W. ФЛЕШ; =0, — 14,16 то432)), Ф.Ф 
相 加 得 17% =1 4-27, © 


# 2>3, MOR H Ш = 1 (mod32); ШИЯ z, 是 奇数 , 故 回 左边 三 17(mod32), 这 不 可 
能 , 故 必 有 xz 一 2. 由 此 及 回 得 = 一 1, 即 = 一 2, 进 而 易 知 y 一 1, 即 y 一 2. 因此 zx 一 y 一 xm2. 

评注 这 一 解法 是 同 余 结合 分 解 方法 的 典型 的 例子 . 

例 7 (2003 年 英国 教学 奥林匹克 试题 ) 求 所 有 正 整数 ab,c 满足 Ca1) (bl) =а! 
+b! +c. 


M RRM BI SO MENRE a! а, 


由 于 上 式 中 有 三 项 el, 人 4 1 是 整数 ,所 以 >b. 

又 因为 右边 的 每 一 项 都 是 正 整 数 , 则 其 和 至 少 是 3. 因此 ,a 之 3, 且 а! 是 偶数 . 
于 是 ,下 和 cd 

т нра оя ан. 

《假设 加 是 奇数 , 则 要 么 ae 一 入 ,要么 人 一 4 十 1 且 5 十 1 是 奇数 ,a 一 6 十 1 


Сава —2+\, 


当 a=3 时 ,有 b=3,c=4， 
当 a>3 时 ,由 于 al 


c=a 十 1 Rat FN] 


2(mod3), 所 以 


Cmod3)). 


af 
a! =(а+30@(а+1)‹а+2)+2, Ф 


当 a=4 或 5 时 ,不 满足 四. 
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十 1 或 (a 十 ]D)(e 十 2)， 


当 a 之 6 时 ,明显 四 左边 大 于 右边 ,此 时 原 方程 无 解 - 


(D ambt Eh o RAR. 
则 原 方程 化 为 (5+1)1 =»+ 2+}, 


两 边 模 5b 十 1 = — 10тойь+ 1). 
а! cl ы 
жир зн, SRE. k с>». 


та =ос‹тойо+1)).Ж Ж. 


сои Нарик. gam. < 一 5 或 < 一 6 十 1(4 MRD. 
УЙЛЕНЕ у Са!) + 0 = (а!)›+2х (BD, 
2.01 —1=1. 


b 


CHR emot МЭ ВЕ Сат) С) = a DHH), 
KAUDO! == +2000. 

由 于 (61.6! 一 1) 一 1 因此 (6! —1)|5+2, 

因为 5 是 偶数 .所 以 ,b=2,a! 二 8, 不 可 能 . 


综 上 所 述 , 原 方程 有 唯一 解 a 一 


评注 此 是 的 关键 在 于 奇偶 性 的 分 类 讨论 ,而 奇偶 性 的 分 析 实 质 上 是 模 为 2 的 同 余 


分 析 ， 


XE BONS 


Ж n=4(mod9) EA FX FE Hy +z 
证 明 : 不 定 方程 (I 十 2)" 二 x" 十 2 没有 正 整数 解 . 
求 所 有 正 整 数 m,n, 使 得 |12" 一 5"| =7, 

证 明 : 不 定 方程 5” 仅 有 正 整数 解 1=y=1. 


求 出 所 有 正 整数 mn EHT 是 完全 平方 数 . 
证明: 不 定 方程 (了 十 1)* 


аф „ 


(2001 年 韩国 数学 奥林匹克 ) 证 明 : 不 存在 一 对 正 整数 ry 满足 Зу =r +r. 
HH ERN Cry. 


RAEE акт Ek ab Ya +b HER EREK (a,b). 


оу A MEERM х=2,у—2,4—3. 


туфу Мт" 
11. (2005 年 美国 数学 奥林匹克 试题 ) 证 明 : 方 程 组 ri 3 
* ооуу tyt =7 


HERH ryz. 


аз 各 种 方法 的 综合 运用 


зә REB 


除了 同 余 分 析 法 外 ,处 理 不 定 方程 的 技巧 还 有 很 多 ,例如 分 解法 ,不 等 式 分 析 法 等 
下 面 我 们 将 介绍 几 种 方法 用 处 

1. 分 解法 

将 方程 的 一 边 化 为 常数 , 作 质 因数 分 解 , 另 一 边 含 未 知 数 的 代数 式 也 作 因 式 分 解 , 考 
查 各 个 因 式 的 取 值 情况 ,再 配对 求解 . 

其 实 , 在 前 一 节 的 解 题 的 各 种 解答 中 ,都 很 白 然 地 用 到 了 分 解法 ,因为 此 法 就 是 对 方 
程 的 解 是 整数 的 最 好 的 体现 . 

2. 不 等 式 分 析 法 

不 等 式 分 析 法 是 指 通过 对 所 考察 的 量 的 放 缩 得 到 未 知 数 取 值 条 件 的 不 等 式 , 解 这 些 
不 等 式 就 得 到 未 知 数 取 值 的 范围 ,从 而 达到 求解 晶 的 的 方法 

3. 构造 法 

对 于 某 些 存在 性 命题 , 常 采用 构造 法 ,构造 一 些 数学 模型 来 解决 . 

а. 换 元 法 

若 能 判明 不 定 方程 的 未 知 数 之 问 有 信 数 关系 , 则 常 使 用 换 元 法 消去 未 知 数 或 倍数 ， 
使 方程 简化 . 

5. EMERE 

非常 重要 的 一 种 方法 ,将 在 第 六 章 详细 介绍 . 


„Ф 


! 
Шы с 
Q овое 


例 1 找 出 所 有 正 整 数组 (x,y,z), 使 得 y 是 质数 ,y 和 3 均 不 被 > В.В г-у 


分 析 жуг 因 式 分 解 ,利用 y 为 质数 得 到 ,一 y 一 +zyty =n, 
一 mn, 从 而 有 3y* 一 (2n 十 2 二 y)(2n 一 2 一 y) ,再 利用 y 为 质数 ,分 情况 讨论 即 可 ， 

м HEEM- ay Hry], Ф 

因为 y 是 质数 , 且 y 和 3 均 不 被 = 整除 ,所 以 (r,y) 一 1,(z 一 y,3) 一 上 

FÈ + улугу) = (Зунг у) 1. о 

HO, DMA 


дут? at Fay yî =n mmnE N. ), ` 


FE 3y =4 у)" = (2n+2r+y)(2n—2r—). 
又 ?为 质数 , 且 2n 一 2 一 y<<2n 十 2r 十 3 

则 有 下 列 3 种 情况 ， 
(1)2n 一 2r 一 y 一 ?2n 十 2x 十 3 
《2)2n 一 2r 一 ?一 3,2n 十 2z 十 y 一 并 , 则 у!—3=4х+2у=4т*+6у, 
所 以 (> 一 3) 一 4 一 12, 解 得 y=7.m=1. 

Ë r=8,y=7,z=13. 

《3)2n 一 27 一 y 一 1.8n 十 2r 十 y 一 3 
W 3у' —6у—4т' —1=0, F т" 
但 т? 220 a 1(mod3) , РЖ. 

综 上 所 述 满足 条 件 的 正 整 数组 是 唯一 的 , 即 (8,7,13). 


例 2 (2004 年 中 国 台 湾 数 学 奥林匹克 试题 ) 求 所 有 正 整数 对 (avb) ,满足 


st 


'0(mod3). 


а(а®*-+4аЬ+4Ь7) =2 (at —4ab+45), 

В a(a + 20): = 26 (a— 2b)" Ф 
ЕЕ аА 

POP +2) = (20 —2) , 

вре 5) 6510—61. ° 


ў. 


ان 


blè 
所 以 ,外 于 外 
Moce н ВО +U- bH’ =O, 
解 得 6 一 去 (t 一 1 士 VE 一 BTT)- 
W n 6+Tl1=s B €N, , 
平方 并 化 简 整理 得 (十 :一 3)(t 一 :一 3) 一 8- 


由 此 得 出 叭 一 一 组 正 整数 是 | 


M br mh MDTA 150. P. 
ESE д типн |, =l | 
WI (2004 年 希腊 数学 奥林匹克 试题 ) 证 明 :不 存在 正 整 数 zi ,zz，…zo,mm 二 2, 使 


ГРЕЕТ тео! 
А z 


证 Шалена 
ктот. марны, 2 


1 — Lt. | 
eny атту ст <р 
SL 
a<(17)+ (7 
因此 不 存在 满足 条 件 的 正 整 数 . 

例 4 (2004 年 斯 洛 文 尼 亚 数 学 奥 订 匹克 选 所 村 议题 ) 试 求 表达 式 


(#—)(є-к)(«—т)®йз®ж®в ERR a bc. 


解 ” 由 于 问题 的 对 称 性 ,我 们 考虑 a sac 的 情形 ,注意 到 表达 式 的 值 是 整数 , 则 有 
abc|[(ab—1)(bc—1)(ca—1)], 

Bp abc | Са с —atbe—ab'c—abe +ab+bc+ac— 1), 

则 abc|(ab+bc+ca—1), 

Ж abeSab+ bet ca—1<ab+be+eaSc(a+a+b), 

从 而 ab<2a +6SC3b. 于 是 а<3. 

如 果 a=1, 则 bej(5+te 一 1), 且 be 一 bc+1=(6 一 D(c 一 D<0, 


„Ф 


这 必然 导致 5 一 1( 或 < 一 1, 但 б<Сс). 

如 果 а= 2,0 26c| сі 

于 是 be<2b++2c 一 1<26 十 2 

车 取 0 一 2, 则 有 4c14c 十 3. 

从 而 4c13, 这 是 不 可 能 的 . 

车 取 5 一 3, 则 有 6c|5c 二 5, 从 而 6e5 

通过 检验 所 有 情形 ,可知 只 有 “一 5 是 可 能 的 . 

因此 ,所 有 的 解 ( 按 a<4se) 是 (1,1,c 和 (2,3,5), 其 中 是 任意 的 ,由 于 问题 的 对 称 
性 ,avbvc 的 顺序 是 任意 的 , 故 所 求解 为 

(Oe Do Сео Во) 09,3,50,02,5.3).03,2.5),03,5,2),05,2,3).05,3,2). 

例 5 (00464 MKF RE LREN abre 满足 等 式 c(ac 十 1) 一 (5c 
十 26)(2c 十 b)， Ф 

ОШЕН # с 为 奇数 , 则 < 为 完全 平方 数 ; 

(2) 对 某 个 a 必 是 否 存在 偶数 < 满足 中; 

ЗШЕ ХОЯ Е И a.b). 

т EMO). 

人 2) 假设 c 为 偶数 , 记 c=2c. WEAGE GH o ac +D =e HUG +6). 

i d= (¢, sb) M с ась b= db, ,其 中 (ce 人 加) 一 1. 

于 是 ,有 со Cades +1)? =4(5с, +b, (4c Hbo). 

显然 ,(c Sa H) = Ceo stc HD) = (d, аас + = 1. 

因此 ,co 一 d 从 而 , (adî + 1) =(5d+ b, )CGd+b). 

EER CSc +b, deo +, ) = (Sa +b — Ас, b dG +h) 

обо +) = (с, des b 400) 


= (= 
所 以 ,5d 十 名 一 mi «Ad Yb, =m „аа F1 =mn,msnE N+. 
TE ат п RR m2>n) , W 


тп=1+2а4 = 1+2a(m—n)*(m+n)° 
214+ 2аСт я) 2124 + бтн T 8mn Ж. 

因此 。 是 奇数 , 即 对 某 个 a,6 不 存在 偶数 c WERD. 
ЗОО) , 设 (c,b)=d,c=deo аЬ В Сс, 6,01. 
出 已 知 等 式 改写 为 (ade, + 1): =d(Se, +26) 026 +,). 
注意 到 (cs бс + 25,) = Сс, 20 Fb.) = (d Саас +1091. 
Ж.а, їй, сас, = d. 


Фф. 


=a" 


《3) 令 c 二 1, 只 需 证 明 方程 (a 十 1)* = (S+25)(2+5) fi ЖЭ] (а,Ь). 
事实 上 , 设 5 十 26 一 me ,2 十 0 一 到, 则 а=тп—1. 

从 而 只 需 证 明 : 存 在 无 穷 多 组 m.n€ N. 满足 5 二 26 一 m* ,2 十 4 一 下 , 即 mî — 2r =], 
这 是 一 个 沛 尔 方程 , 它 有 无 穷 多 组 解 ,从 而 原 命题 成 立 . 

例 6 试 求 所 有 正 整 数 m, 使 方程 十 y 十 < =nr о y + :° RESSE. 

解 ИВ сусе BM | +y SF Fy {Н луу, 

将 如 十 六 十 =n yt 变形 有 


апу ry су, 


TJ r'+y'2z'2>[nry'—(rz+y)] m r'y'<2nr'y'(riy)+mr +y, 
t ys Кү: 
zر>2)‎ +4 + و‎ 
муу) arî tay Ф 


BRM z=1, 否 则 若 + 之 2, 而 у®2,ЩФз сй ЖЛЕ 4. iah g AJ З.О 


- 2.1. L 
haml уор. 


上 式 只 能 在 y<3 时 才能 成 立 ,但 z | (1+ у). H t LE y= 1.204 y= Bf, | 


28,г* =1,4 5 z>y 矛盾 ), 相 应 地 ,2 二 1,3. 


综合 上 述 讨论 ,只 能 有 一 y 一 1 或 + 一 1,y~2,z 一 3, 因 面 RER 3,1. 
评注 此 例 把 等 式 变形 为 不 等 式 四 后 ,由 于 左边 变 基 т. у 的 指数 是 正 数 ,右边 的 指 


数 是 负数 ,因而 当 ry 增 大 时 ,左边 的 值 增 大 ,而 右边 的 值 减 小 ,这 样 ,z,y 就 有 一 个 上 
R.M ry 大 于 此 上 限时 ,中 不 再 成 立 . 据 此 ,并 利用 г.у 是 整数 的 要 求 ,我 们 就 只 有 对 有 
RULA x,y 值 进行 验算 , 即 可 获 解 、 


例 7 试 证 :如 果 正 整 数 EEE r? ary + у n 有 一 组 整数 解 (x,y) ,那么 这 个 


方程 至 少 有 三 组 整数 解 . 


分 析 此 题 是 个 存在 性 命题 ,采用 构造 法 , 即 若 (z,y) 为 已 知 解 ,利用 它 至 少 可 构造 


出 其 他 不 同 的 两 组 解 来 . 


Ж 因为 (z,y) 为 一 组 整数 解 , 则 
(у)! = у —3ху'+3'у—з° 

P 3a Hr 32 (ул)? 
+3 (у—)+, 

所 以 ,(? 一 z7 一 3(y 一 (一 工 —z' =n. 
0) (1-3) 7) (+) = (* 
因此 ,(y 一 并 也 是 原 方程 的 一 组 解 - 


2 一 zz 一 一 z 则 (uvv) 也 是 原 方程 的 一 组 解 ,同样 ,可 令 一 v 一 u,v 二 一 u， 
则 必 = 一 yy 一 z 一 y* 于 是 由 上 知 (xz ) 也 是 原 方程 的 一 组 解 . 下 面 证 明 (>,y),(y 一 z， 
Dr) grr BERHEM 3 РОВ. 

车 (r,y) 一 (3 一 7, 一 7) ,得 х=0,у=0 代 人 原 方程 得 "一 0, 与 为 正 整 数 ,矛盾 

同样 可 证 (z,y) 天 (一 y,zr 一 y),( 一 yz 一 多) 天 (3 一 rr 一 z). 这 就 证 明了 原 方程 若 有 
整数 解 , 则 至 少 有 三 组 整数 解 . 

例 8 《第 43 届 IMO 预选 题 ) 是 否 存 在 正 整数 m, 使 得 方程 二 十 二 


трт ШЕВ. 


一 1, 则 mm 一 12, 令 


ааа 8а tab.) 
аът Беа Фын" 


++ с афс. 
< T p(r.a b) =0 是 关于 


工 的 二 次 方程 ,所 以 ,y 一 全 > 是 其 另外 一 个 解 . 


aaa +1 


J a, =a =a, =1, EX a, = E 
我 们 证 明 下 列 结论 : 

MDa, ауа + Ds 
2а, | (а, Fane) 
(Dassi | (an sa, FD, 

Ж а, ra, sa. HH F ER. 

N n=1 时 ,以 上 3 个 结论 显然 成 立 . 

假设 n= 时 以 上 3 个 结论 也 成 立 . 

WDH ari faaan +, a, 5а ЕЖ. 

Н asi Elasar F Daas Fan]: 

Ш (2)18 a, | Casi Fars Ds E asl шай, Ба Hari) 
BFI asasi | аа], Haasi Fas, 


‹л>1). 


maj (ыы! asena +. 


FH n=k+1 时 (1) 也 成 立 . 
AA, нта. Sa ЕЖ, а. |Саша +1+ша,-,), 


Za 


WD ars (aca +1), Ba | Caria, +1+ша,.,), 
Brbla, лаг. Га, Casi Ha) +17), 


Ша (a+ 


TR. n=k+1 时 ,(2) 也 成 立 . 

由 arı HOE XH CDM axr EER, H a+: | Caras, FD. 

FH, i n=k YI 时 (3) 也 成 立 . 

从 而 可 得 数列 (4.) , 当 n>2 时 严格 递增 ,县 pla, a.s ran) 
是 原 方程 的 解 ,fa.} = 11,1,1,2,3,7.11,26,41,97,153,} 


XE EONS 


I RREAN rty Hamry ae 
2. 求 方程 r(Tr 十 1) 一 多 的 正 整 数 解 . 
3. RUM ав c)(c+a) 二 (e+6 十 co 一 1 一 abc ва Ва Вс ЖЖ 


meth oan 1а, Фа. 


0, Врба, зае rans) 


Гл +24 的 全 部 整数 解 . 


必要 的 证 明 


4. (2003 年 土耳其 数学 奥林匹克 ) 求 方程 工 Тат 的 三 元 正 整数 解 (zm， 


m. 
5. (2004 Ж # KAS # АЖА) Ж (а HUH) = (a +b) 成 立 的 所 有 整数 


A Carb). 

6. (2003 年 芬兰 高 中 教学 竞赛 ) 求 满足 Cn 二 1) 一 1 一 ml 的 所 有 正 整数 对 (mik). 

7. (2003 年 俄罗斯 数学 奥林匹克 ) 求 所 有 质数 户 ,使 得 好 一 六 十 1 Ў.ф г.у 
ERR. 

В, (2003 年 北欧 数学 竞赛 ) 求 所 有 的 三 元 整数 组 (T,y,z) EA з +у'+:—3лу:= 
2003. 

9. (2004 年 斯 洛 文 尼 亚 数 学 奥林匹克 ) 求 方程 at =ab+2 HAREN. 


10. (2005 FAK # RHE ORR жй к Ж ЕА Э1=з' 的 自然 数组 (zy 


MOK о! =D. 


„Ф 


BRS 高 斯 函数 


$5.1 高 斯 函数 的 定义 与 基本 性 质 


эшэ 知识 扫描 


(一 ) 定 义 

设 工 是 实数 .不 超过 的 最 大 整数 记 为 [x], 称 [为 高 斯 函数 ,将 [z] 叫 做 x 的 整数 
а Са г 的 小 数 部 分 , 记 为 {7)。 

(SIEBER 


«Гаа 7н) Ir}.nE Z: 
OF ау С 1057 
(3) 当 xzEZ 时 ,[ 一 一 [z], 当 zE&Z 时 ,[ 一 站 一 一 [z] 一 1 


(OH n€ N. r € R. 


Drt 
高 斯 函数 的 图 象 

对 于 函数 * 一 [z], 其 定义 域 是 全 体 实数 , 值 域 是 整数 集 Z 对 任意 整数 "函数 > 一 
[z] 在 [nsw+ D 上 的 图 形 是 一 段 平行 于 轴 的 线段 (不 含 右 端点 ), 因 此 可 以 说 高 斯 函数 


r _ 


的 图 象 是 成 阶梯 状 分 布 的 , 且 在 每 个 整 点 上 都 有 一 个 跳跃 型 的 间断 - 


(ДУ mee 


FF rSn 
тт apat s= È Гуе. 


分 析 KERELEI ЖОНЕ, OIC — KEI SP ЕЧ f 
部 分 的 和 . 
解 s= т]: ("+ [s] - 


щ1<я<254 M. Е 1-0, 


Щ 2551508 В] ,509<2n<509 x2. [š 


当 n=509 m. [%5] 2. 


айт PIENA PIEJ w] 
0X254+1X254+2=256. 


Mn} * 509 ° 010129795. 
故 S=129795 + 256 = 130051, 
та Ris] [кв] а 2008 个 数 中 相同 的 全 的 个 数 . 


'| 2006 
分 析 所 给 数 显然 都 是 区 间 [0,2006] 内 的 整数 .有些 整数 被 取 到 不 只 一 次 ,有 些 整 
数 则 一 次 都 未 取 到 ,关键 就 是 要 找 出 这 两 类 整数 间 的 分 界 点 . 


+1 o 


а 
M 对 于 任意 mE (1.2.---,2005). об 2006621" 


рер 
2006 |> [2008 * =1 00е |. 


即 nz>1004 时 


вене J5 [оов nami 


tN т N 
ов 3006 <1, B m<1003 时 ， 


ы 
Ci J<et] [e] 


naran (FF Ps] 


n+)? n (+i п? 
故此 时 [3066 一 = [zoo ]#[ E J Ji 
] [1005°- 

ЕЗ 

到 1003 个 值 . 
让 1004 1 1004 

[z003]: [2]: [zoos Jè 1004 个 数 可 取 到 区 间 [ [6005] [2006 ] ] 内 的 任意 
一 个 整数 . 

即 可 取 到 502 个 值 ， чаво ]шжттап[ о] = 


故 所 给 2006 个 数 共 可 取 到 1003--502—1= 1504 个 值 . 
из жай D+ [211+ [3r]? [3 |+ [GF отоо 上 所 取 的 不 同 


的 整数 值 的 个 数 . 
分 析 BAR /(+ 十 6) 一 /() 为 定 值 , 故 不 妨 先 考虑 SEOS 所 取 的 不 同 
的 整数 值 的 个 数 . 


м оюман, сайа LM ED RE Ге, 1.[з‹1.[ 2], 
[Fz meme жиш. яз. 的 值 必 是 1 ,或 到 ,或 二 ,或 2, 或 3 的 信 数 ,而 在 


4.3 8,3,10,7,1,4,13,9,14,5,18 
‘TI PTOP’ . ЕЕЕ 


[0,6) 内 ,共有 0, 二 ,去 ， 


Маз 个 数 是 1, 或 于, 或 地, 或 2, 或 3 的 信 数 . 从 而 7z) 在 区 间 [0,6) 上 所 取 的 不 同 


watas 24, 在 [0,96) 上 所 取 的 不 同 值 的 个 数 是 24X16 一 384. R F(z) 在 [96,100] 上 
所 取 什 的 个 数 与 在 [0,4] 上 所 取 值 的 个 数 相同 ,在 [0,4] 上 ,/(z) 有 17 次 跳跃, 故 7(z) 在 
[0,100] EMRRMEN THS 384+17=401. 


MA REBR E KM. 
10 +3] 


分 析 将 分 数 Ti 写成 带 分 数 的 形式 使 本 题 的 解 易 得 . 
解 RAIH? 


Ra 


1022435 
=(10" +3)(10*—3X 10" +9), 


从 而 原 式 =(10”)* 一 3X10" +9+ [Tor 


eal 
=10" xX (10" —3)+8. 
故 所 求 的 末 两 位 数字 ,十 位 是 0, 个 位 是 8. 
HS (2005 年 全 国 高 中 教学 联赛 试题 ) 定 义 函数 
Ok 为 完全 平方 数 
к-га 不 为 完全 平方 数 
分 析 大 不 为 完全 平方 数 时 ,k 一 定 介 于 两 个 相 邻 的 完全 平方 数 之 间 , 将 [1,240] 以 
完全 平方 数 为 分 界 点 分 成 若干 个 区 间 ,对 属于 每 一 个 子 区 闻 的 人 分别 对 ГОЮН ЯА, 
解 15°<240<16°, 
由 于 为 完全 平方 数 时 (kt) 一 0, 故 


мт рои 102-1084, УЕ) =н. =/k—[k]=/k—n. 
и [ак | а] ТЕВЕ aJi] 


Š 


jæ 一 | 


5 эш эш ы эш мю юр» 


+ 
I ol 


E: 


NB eg oS ol 


xa 
NS 


=768. 


pam 10+5+3+2х2=22, 
12 十 3 十 
terfi 6 十 4 十 3 十 2X2 
ant 1=14+7+4+3+2X3=34, 
[187 5 +2хза 
8) 16+8+5+4+3+2Х3:42, 
+е+[|-1з+э+в+а+зх2+2хз=—49, 
+[@]-о+1о+6+5+4+з3+2х4=56, 
0] 
+=+[ =+и+т+5+и+зх2+2х4=6з, 
1 
ig н 一 24 十 12 十 8 十 6 十 4X2 十 3X2 十 2X4 一 72， 
19 =26+13+8+6+5+4+3X2+2X5=78, 
28 


+=+[ Д=28+14+9+7+5+4х2+3х2+2х5=87, 


例 6 证 明 由 a. 一 [nV2] 定 义 的 序列 ! 
分 析 与 解 ”我 们 需 构造 满足 其 性 质 的 一 类 正 整数 "满足 条 件 , 同 时 满足 这 种 性 质 的 
正 整数 有 无 穷 多 个 . 


тажа А- |а 


Ea 


> 
2р 


=30+15+10+7+6+5+4+3X3+2X5=96, 


十 6 十 11 十 16 十 22 十 29 十 34 十 42 十 49 十 56 十 63 十 72 十 78 十 87 十 96 十 105 


.中 ,有 无 穷 多 个 项 是 2 HENW. 


Таа 


x Я [27 
则 对 任意 5E таче e€ N. в = [+1 
а, =[0 1= + (ê J 


{ыз аре 


这 里 由 eam 1-3.) 


М5. 142—402 + (512 мх (1 - 2). 


и о<у#—/%. (ауа. iae 


所 以 a, = 2° ,是 2 ИЖ. 
下 面 我 们 只 需 证 明 B R X.R Ж. 
假设 A 为 有 限 集 , 则 存在 А 中 的 最 大 项 ms 


lêp , 且 对 任意 я>». | |<1- Я 
|g rj- 


(rle ER . 
чө О ер © 


= xr Ж Erh 


故 假设 不 成 立 , 即 A NERE. 
ТЕЖ а.а € Ara <a: 而 言 ,有 


ван 
这 样 一 来 ,我 们 便 建立 了 A PJ B 的 一 一 映射 , 故 由 A 为 光 限 集 知 B 也 为 无 限 集 . M 
有 无 穷 多 个 正 整 数 ”使 得 [V2n] 是 2 HERUR. 


评注 本 题 的 解答 用 到 了 如 下 事实 ,对 任意 rER, 若 有 (zj 一 去, 则 有 12rj= 2л). 


WE osa 
一 选择 是 
L ЖС) Саус о 
A， 充 分 不 必要 条 件 B 过 要 不 充分 条 件 
C EER D. 8. + £. b Tp E f E 
2. Гон J tt ¥ Ж‹ ) 
A.0 В.т CB D.9 
з аж ичо 3]: [sa 十 [dr],rE [0,100], 则 SC) M Mk y 
FIRA D i 
A.734 B.733 C.701 р. 700 


4. 每 一 个 大 于 2 的 正 整 数 m 都 可 以 表示 成 若干 个 两 两 不 等 的 正 整 数 的 和 ,这 个 数 的 
ЖКЖ AD В лЖЖАО) ЉС ) 


a | Veps 


站 
M 


1 Е 1 А 
(ET Гӯ) et Bn 
А. =1 В.І co Deir 


6. ЖХ На, sa 1,4—2, 


аф „ 


anj а 


Ер [ев ° 


С. 1 
А2 во сл p. + 
二 、 填 空 题 
7. 设 n 是 给 定 的 大 于 1 的 正 整数 ,共有 паважае 
wa ат 
لے‎ Ут > 
A ея 
f r305n 
o ers- ная. 
10. M 1000 个 正 整 数 中 可 以 表示 成 [2r]+[4z] 十 [6z]+[8z] 的 正 整 元 有 
А. 
П. 设 x>0, 则 函数 f= Ty ЕТТ тревна . 
12. йай УҢ r’ — 3r +1=0 @ & X EM, M [a J(1<nS2006)ik 2006 个 数 中 共 
有 个 可 以 被 17 整除 . 
解答 题 
13. 教 列 {a) 定 义 如 下 sa 二 [V2n].n 二 0,1,2,…, 证 明 :此 数列 中 含有 无 穷 多 个 完全 


FPN. 
14. Fr ЖАЙ К Йй. f 


[N Јтаяязев LRN o, 


=3n' —2n 的 项 除外 . 
15. 对 任意 的 wEN, ,计算 和 s=È 


§ 5.2 高 斯 方程 与 不 等 式 


ao REB 


在 求证 含 高 斯 函数 的 等 式 或 不 等 式 的 时 息 , 常 用 到 以 下 的 方法 ,第 一 步 是 将 所 讨论 
的 数 转移 到 (0,1) 中 来 ;第 二 步 是 把 (0,1) 分 成 若干 段 小 区 间 来 考虑 ,具体 的 分 法 因 题 而 


„Ф 


САНАР ЕНИН. ЯЙ ЕЕ: EDR И ЛЕ Z ‚ЛЕ P ch СУ ЕК 
中 的 常见 是 型 . 处 理 此 类 问题 时 要 综合 高 斯 函数 的 性 质 及 不 等 式 等 知识 . 


例 1 гова. ГУСЛ С). 

яш MMTV 即 可 得 到 证 明 . 

证 明 设 [Y7]=4, 则 由 2>0 和 a 为 非 负 整 数 ， 
Иа (e+ °, 

хижа SG + ЕН [VT] <u. 

Mt a£ VEVE <a 1 СУ) BEVEN. 

例 2 (2003 年 克罗地亚 国家 教学 交规 题 ) 对 任意 整数 (л>?) ЕЙ. [ 


+ 
ЭТ i A ñ É Dl ЖЕЛ Ë B Н} УИ ЛЕ ЖРТ, AS p ff F ЖИ ЖИ 


ЗК ПЕ) Ж ЖОНЕ. 
по XC4n—2) 


[+ | 


п+1 
"+1 


таър. "+ 
4 


EM MF? 


n+ үп+1 
“Tan 4° 


E. Ф 


分 两 种 情况 讨论 

MDG п 4 二 ror=0.1,2, 则 有 

j-r Ta REED SRNL 
4 


nat <H 
ma HED трыо. 
DA n= на 


Грае 


ТА 


在 两 种 情况 下 Kek: 
тоя Гн. 


шарре; 
eon?) E} 

评注 要 证 明 [m] 一 [四 ,我 们 只 需 证 [m] 拓 [与 [m] 兰 [四 同时 成 立 . 

例 3 证 明 不 等 式 [Va] 十 [Vs 干 朋 十 [V 司 关 [V2e] 十 [ V38] 对 任意 不 小 于 1 的 实数 a 
Ше 原 不 等 式 中 有 5 个 高 斯 符号 ,很 复杂 ,不 易 将 " 5 8 的 值 直 接 进 行 分 段 , 故 应 
该 先进 行 适当 放 缩 .去 掉 几 个 高 斯 符号 . 

EM 设 a~Va,b 一 J/B, 则 原 不 等 式 可 写 为 


[a]+[ Va FF 1+ (61> 1+ VE], Ф 
Ж 21.82130 21.21. 
利用 均值 不 等 式 >. 
>[###]>[, ү) 
[Va TB >7 P те] [%*} 
т t an g El st A ЯНЕ ЖС 
саж] Ф 
对 任意 实数 zx 三 1 成 立即 可 、 
分 下 面 5 种 情况 进行 讨论 : 


арм аан (10) (12) р 


因此 [zx] рана (1-2) 


>t23+[ 0-2 z ]—22[/Ez]—1. 


[r+ (r >Ez. 
J 


LRM REK [Fr |>]. 
O ESSE HIN 2< r< Аа о, 
27+ kasu ma 
(DM 74 E 
故 [z] 十 | 1=3,[V2r]=3. 
EN NS 
故 [z] 十 рана. 


2. 
(5) 当 1< 2,1 YE<V5z<2. 


ва ето 
综 上 所 述 ,对 任意 实数 > ORR. 故 不 等 式 四 成 立 , 证 毕 . 
例 4 ZER’ mEN, EM (n> EI, EB, (341... [лг], 


分 析 ”此 题 车 用 前 面 述说 的 分 段 讨论 证 明 是 很 繁杂 的 ,既然 题目 与 a€ N. 有 关 , 提 
示 我 们 应 该 灵活 运用 数学 归纳 法 进行 证 明 . 
=[z]+[2z kz] ۾‎ 
EM baml] p =l 
AFA =). п=11@Ш уу. 
设 wsk 一 1(k32,4E М. ) 时 命题 成 立 , 即 有 


ap. 


ASi] AS [2r] An <[(k— Dz]. 


RY А, А, =] вр АА, АА, Ekr] A R 

ЖД ВА, вА, = Сех], k= DA (61А, [k= Dar] 24, ~ 2A, = 
[2z],A = [z1. 

上 述 人 个 式 子 相 加 得 


Ah, 一 (4 十 As 十 … 十 Ai 一 [z] 十 [2z] 十 … 十 [4 一 D)z] 十 [kz]， 
САА, =Й л]+[2х]+++[(&—1)т]+[#г]+ An HA ФА БА 
[]+[2х]1++++[‹#—1)л]+[®т]}+[(#—1)т]+[‹#—2)] 
+. +[2:]+ [x] 
= (7+0 Dr) +([2zr]J+[Gk—2)r])+--+([G—1)z] 
+[z) +С) аг) а) а] + [hr]=ACAr]. 
M A 所 [kr], 即 n= 时 命题 成 立 . 
故 原 不 等 式 对 一 切 n€ N. 均 成 立 . 
例 5 (2003—2004 年 瑞典 数学 竞赛 ) 求 所 有 的 实数 z, 满 足 方程 [于 一 2z] 十 2[z] 一 
[zJ ,其 中 [a] 表 示 不 超过 a 的 最 大 整数 . 
分 析 [x* 一 2x] 这 个 式 子 较 复 杂 , 考 虑 用 换 元 法 对 它 进行 化 简 . 
M 令 z=y 十 1, 则 原 方程 变 为 
[Gy+1:-20y+1J+2Ly+1]=Ly+1, 
Mey i++ =y, 
ЖГ 1—1+2[у]+2=[у]°+2[у1+1. 
FRW J= Гу. 
#9 n=([y MIS I=r нун +1, 
Aln у Ма FIR- VTI<y< 
当 nEN 时 ,ns<y< ИТ, Е пе 
M nEN В nE Rf, = М Туси, А n= [y KR AMER уп. 
Ж yEZULn VF + (REN), 
Mit r€ ZU(n +1, VT I+D (n€ N). 
例 6 使 得 等 式 т[т[х[х]]]=2006 成 立 的 正 实数 工 有 多 少 个 ? 
分 析 利用 x 二 [zr]<z+1 逐步 消去 外 部 的 高 斯 符号 . 
解 ” 先 假定 存在 满足 zx[z[z[z]]]=2006 的 正 实数 r. 
车 0<zx6, 则 z[zLx[zx]]j<6* [6 = [6 + [6]]]=1296<2006; 
# 227.90 z[z[=[=+J]127 + [7 + [7 + [71]]=2401> 2006. 


Ф 


ns 
由 此 可 知 6<zr<7.[r]—6. 
Ж 2006 一 z[z[6z]]. 
但 由 ><? 知 6x<<42, 故 [6r]<<41. 
所 以 xz[6z]<7 87. 
所 以 [z[6z]]<286. 
#& >[z[6z]]<7x286—2002<2006.3F 8! 
所 以 使 得 等 式 r[Lz[z[z] 习 ] 一 2006 成 立 的 正 实数 为 0 个. 
例 7 设 [x] 表 示 不 大 于 的 最 大 整数 ,a 是 方程 x 一 mz 
给 定 的 正 整 数 , 试 i 在 无 穷 多 个 正 整数 .满足 方程 
{ая+та[ап]]=тп+ (m + 1Can]. 


分 析 a EAR а? —ma—1=0, Bl а= + E MERRE EMR TK 


简 , 最 后 得 到 的 无 穷 多 个 正 整数 n OA a 有 关 . 
EM 由 于 4 是 方程 二 一 mx 一 1=0 MER, 


故 有 对 一 ma 一 1=0, 即 q 一 m 一 二 一 0. 


0 的 正 根 , 这 里 m 为 


Матт >т. 
则 对 于 每 一 个 大 于 a 的 正 整数 .有 


Гап таан) тп Ст? + Dan) 

рни] нн сне +DLan] 

= [mn +m [an] + 2 +z lan] ] ma — (n? + D[on) 
+ Lar] [Len] 


"(tn 


[ 
l: 

[ан lar) ] 一 [em 
[ [~ ~a tan) ] [ar] 


=([na= [na] tan)] 


= [nal Rant [= [7 an} 


由 a>m>0 知 0 


pE 


09 (па) <, OS™ ° (па). 


从 而 [ 


na) ]=0, 所 以 当 为 大 于 a 的 正 整数 时 ， 


[an+ma[an]] —mn— (m° +1)[an]=0. 
Щ[Гая+та[ап]]=тп+ (m° + [an]. 
而 大 于 a 的 正 整数 有 无 穷 多 个 , 故 原 命题 得 证 - 


例 8 (2003 年 保加利亚 国家 数学 奥林匹克 题 ) 求 所 有 满足 条 件 Чап 


+[a[an]] 


К a, EP n E ff BE EER. 
分 析 由 于 为 任意 正 整数 , 故 应 对 n 进行 适当 的 赋值 ,得 到 所 需要 的 式 子 . 
解 %a<o,W[an]<0,a[an]2:0. 
于 是 п+[а[ап]]>п+0;>024[ап]. FR! 
所 以 a>0. 
FH А‹ап—1)<4[ал]=т+[а[ап]]<л+ а“. 
H 4ап24[ап]= п+[а[ап]]>п+а(ап—1)—1, 


atl 


所 以 4a>1+a 6. 


B tacita’ +1 рта 


а+1 
п 


<ua<lta +h. 


Ф пе +оо, ПИ +a =a, 
所 以 a 一 2 一 V3 或 a 一 2Y3. 


Hen 


当 4 一 2 十 V3 时 ,对 任意 "E N. a| 


W 4[al=1+[a[a]], Fî a= 2—43 Ala J= 1+[a[aJ]. Ж a2 


1=) 


ПЕЕ ТЕЕ 


n+ ааа) [nta [4n 2 ]] 


一 [n+a(4n 一 5 一 1)] 


анто) 


= [1-1-4 ) Z°] 


)4"=1+9] 


а 


ап н 7] 4[anl. 


e 


这 意味 着 a 三 2 十 V3 符合 条 件 . 

因此 ,4 一 2 十 V3 是 唯一 的 解 . 

例 9 求 所 有 实数 对 (a,5), 使 对 所 有 正 整数 满足 a[bn] 一 b[an], 其 中 [xz] 表示 不 
超过 x 的 最 大 整数 . 

ЯЖ ” 当 a 关 b 且 ab 关 0 时 ,我 们 易 猜 测 a.6 均 为 整数 ,但 是 否 真 的 如 此 ,有 待 进 一 步 


证 明 . 
M Mitalin] -blan RA ERR n RX, H ap 天 0,a 天 6, 我 们 证 明 а 5 b 都 是 
整数 ， 

由 于 对 任意 实数 工 均 有 2[z] 

所 以 2[z] 一 [2z], 或 2[z] 十 

下 面 证 明 对 任意 正 整数 m, 有 

[2"w] 一 2"[a] 及 [2"6] 一 2"[ 刀 、 

п=2@{,Җ a[26)— 2а). 

tnm[2a]=2[a]+ 1. 

则 a[25]=6[2a]=(2[aJ+1) + b=2[aJp-++6=2a[6] + b. 


тов] =267+ P. 


又 由 2[0J— [25]. 210]+ 1-20? 一 0 或 1. 


00 азе, 2 0.1 РАТ 


因此 [2a] 关 2[a]+1, 即 [2 
M m=i REN y. 
ЗБЕ Й m 0274] 247. 
当 n=2"'! 时 ,有 a[2 
mgl" a= 
M a[ 27'6] = b[2”*'a]=2[2 
=2 la += 


[a], 辐 理 可 得 [25] 一 2[6]. 


2-10). 


D+ ё, 


[2 的 一 
所 以 各 =0 或 1. 即 5=0 аР) 


А = = 


= 


Юй [?"''а]1=?”''[а].йж НЕГ?" ь]=2=''[5]. 

于 是 ,我 们 证 明了 对 所 有 正 整 数 т HA 
[2"a]==2"[a] 及 [2"b] 二 2"[5] 成 立 

BR orla JK 2ra <2" [e 1+1, [a] Sa <[a1+ RH EREK BS 


Ф m~ +оо, HRI а= [a]. 

同 理 可 得 b=[6], 故 a 与 5 MEER. 

而 当 4=0, 或 6==0, 或 a=b 时 显然 有 a[bm] 一 b[an] 对 一 切 正 整 数 成 立 . 

故 所 有 满足 条 件 的 实数 对 (a,6) 所 组 成 的 集合 为 {(a,5) |2 =0, 6—0, a= 6, 
a bEz). 

评注 EAT] S[z]2r 后 ,x 自然 为 整数 了 . 

例 10 (2006 年 国家 集训 队 考 试 试题 ) 设 /(n) 满 足 1(0)=0,f(m)=n 一 J(f(n 一 
D) ,n==1,2,3,… 试 确定 所 有 实 系数 多 项 式 5(z) ,使 得 

fO)y=[gO)]0a=0,1,2,. 
其 中 [gCm)] 表 示 不 超过 g(m) 的 最 大 整数 . 

分 析 g(x) 既然 为 实 系数 多 项 式 ,就 应 该 先 讨 论 g(x) 中 最 高 次 项 的 次 数 ,次 数 应 该 
不 会 高 ,然后 构造 一 个 满足 条 件 的 g(x) ,最 后 证 明 这 样 的 多 项 式 是 唯一 存在 的 . 

M OEH исо) =ar+b,a.bE R,a#0. 


设 g(r =a" Harir? Баз Баса, 0. 
由 条 件 知 [g(n)]=n 一 [g(g(n 一 1))]、 Ф 
因此 [e] Ф 


ЛИС " 
3 k22,W neto 90—001. 5 a, 0 FR. 
因此 #<1. X Иен 
即 g(x) =a, rasa, #0. 


《2) 证 明 gO) = ах РЕВ, Ж ату 


由 (1) 知 g(r) =az +b,a БЄВ,а0. 
EOM ne + eo a=1—a? , kk a= 


下 面 我 们 只 需 证 明 a>0. 

为 此 ,我 们 用 数学 归纳 法 证 明 SSma. 
JDn=0 时 ,7(0) 一 0, 命 题 显然 成 立 - 

2) 假 设 命题 对 万 n 一 1 的 自然 数 均 成 立 , 即 


б /(я—1)<я—1,0</(п—2): ASFK OLOS, 
MH От 00 fa 
WEISSE n, FE OS fn) 
故 对 所 有 n€ N HFH SSos 


h OSAM En nE N ш a>0, yk a= ZL 


B g(r)=ar+b. 
GEH g(r)=ar+a, 
由 (2) 知 Уп) =[g(m)]=[an-+b]=[a(n+1)+6—a] 
=[(e(n+D]+[í(a(n+ D) ва], 
下 面 我 们 证 明 对 所 有 的 n>0, [a(n + 1)} 十 0 一 中] 一 0, 即 要 证 fen) =[a(n+1)3. 
为 此 ,我 们 只 需 证 明 对 所 有 的 wE N, 有 
Lint Da]=n=[([ne]+ Da]. 
19 ла={ла]+8.Ш 


Lent Da]=[[na]+8+a] ё+а). 
EER a +a=1. 
[([na] T1+a)]  [(na—8+ Da]= [na —да+а] 


—{я—ла—ба+а]=[п—[па]—8-—да+а] 
一 "一 [no]+[ 一 6 一 so+o] 
=п- (01+ De ка) —8—д +в]. 
内 此 只 需 证 明 [8+a]++[ 一 8 一 Ba 二 a] 一 0. 
DM 8+ а2>1 时 ,由 8+a<2 [G+ 1 
—8—да+а= —д(1+а›+а< (а—1)(а+1)+а=а'+а—1=0, 
且 一 ?一 ao+o= —д(1+а)+а>—(1+а)+а=-—1, 
因此 [一 686at+aJ= 一 1= 一 [8+a]. 
ЩШГ—8—да+а]+[8+а]=0. 
2) 当 8+a<l 时 ,[8+a]=0. 
—8—6ata=—8(1+ta) аа (a+) аа Ба 1=0,—4—+a<a< l. 
因此 [一 8 一 8a 二 a] 一 0. 
此 时 亦 有 [一 6 一 ae+a]+ [94 a]=0, 
故 [Ca+ a ]=n—[(C[na] + 1a]8*— n€ N. 均 成 立 . 
W filanti], M aln 1) 1+6—a]=0. 
(009+ D) +b-a]=0 中 令 n 一 0, 知 0<6b<1. 


аф» 


P b-a cO RIENE n EHaD) <E ab). 
Ж (a(n+1)1+5— 1. 
若 6 一 *>0, 我 们 将 证 明 存在 n, 使 得 lota+D}>1 一 于 (6 一 o)， 


此 时 [fa(n 十 1)} +6—a]2>1. 
为 此 要 证 明 引 理 ( 儿 利 克 雷 定理 ). 


设 a= 直 V5 一 ,>0, 则 存在 正 整 数 wm 使 得 

{mel <e, {ma)>1—e. 

证 明 如 下 , 设 N ERKE <e 

HIRO, {а}, {2а}, Са NH1 ЧК Е ОССЕ М0 使 得 0 一 (ka 一 


(па < M 0< (kDa іа) +08) 


Ж к>, O< Lk De 
ЩИ ЗЕ Е СОЕ о 10 СЕ Dal, 
HFL- Da=L k- Па) + L((&— 0а}, 

В.С а) = (#—Ба}>1—{(#—Ба}>1—‹. 


ے1 
N<‏ 


着 kt<4, 则 一 起 <(( 一 Da+[ka] 一 [la]<0. 


即 ү<\ч-Ю®в)-1<о. 


а-Юа}<1. 


ш1-‹<1— 
MEM Tt ТО (Юа) ITHO- Uka). 
M TU Юа = ТС ba] +T — Юа) 

LU- Da ]+THTO Uba) =1) 
=T(GQ—kba] +fT—1+1—T(—í(G—kbal). 


ВТА а) =1—TO—{(1—R)a})<1™ {(1= kDa! 


引 理 得 证 
所 以 6 一 a=0, 刀 


综 上 得 到 g(x) 一 二 (V5 一 D(x 二 1 是 满足 条 件 的 唯一 多 项 式 . 


„Ф 


XE шош 


— im 
1 FALJE FJA ote. 
A.2 в.а Cs D. EFSA 
2. 设 m 为 一 正 整 数 ,方程 不 一 [z*] 二 1x) 在 [l,m] 上 有 ( AN. 
А.0 Bmm—Dil С.т D. ZA 
19 + 20 911_ P 
3 着 实数 r t [o] + [o]? ee + [r+ Too ] 546+ Ml C1007] t ж 
t ) 
А. 740 В. 714 С. 743 Р”. 717 


28032417221 ә 


А-1 в -2 с-5 Do 


全 方程 [ J200 具有 枚 数 解 了 的 最 小 的 自然 玫 所 处 的 区 网 为 ( о 
A. [1,6] B. [7,12] C [13,18] 09,247 
6. ве | квнжакк»нкк=ея‹ › 


9 " Dë 37 
^5 8 0 C is Doo 
二 ,填空 是 
7. 方程 3r 一 [x] 一 3 的 实数 解 为 _ 
1—15 


8. PA t2r -3=12° | 7 jawa 
9. 方程 e-8[rl+7=0 的 所 有 解 为 


10. ЖЕЖ a>, ARR п22. B 7 #[ar]=r # fn АТЕЙ. a h R f 


11. F fg[tanz]=2cos'r 的 解 集 为 ` 
12. 4 ов: 17+ (108.2) 108.3] + +[logın]=2006 成 立 的 正 整数 n 组 成 的 集合 


Ea 


三 、 解 答题 
13. 解 方程 4zz 一 40[z] 十 51 一 0. 


14. RAAHEEN n RR nia (+ [z ]] “2666. 


15. 玉江 足下 列 式 于 的 所 有 自然数 和: [9 +Ë- í“ н 


а ab 


$5.3 高 斯 函数 的 应 用 


эе 知识 扫描 


1. KH a.€ 2,020, a= bq + r OSr <b, W #[ т | Rae N, 则 1， 


„аф, 的 依 数 有 [名] jî 


2. 18n! так RAEI ODM наре аа [2]. 
рар" 

证 明 因为 /为 质数 ,如 果 户 能 整除 "1 BA 能 整除 1,2,…,n 中 的 某 数 ,而 1.2, 

con H p RE FT реро 


于 是 对 Pp AMR р. 2р. 


т 


J! з=» юййк». 


s: 


Р?] 


r 
ma вир + Бе 
因为 прет вао ]=0 


于 是 СЫРЫЛ пре". 


НН Dp р 


3. 把 m Ж п Rmn) M nhm EDU татар 个 
лж. 

4. лЄМ, n>2. D [S J= P Пов). 

证 朋 构造 平面 区 域 D= ry) |y Snr2>2,y>21 ,并 考虑 口中 整 点 的 个 数 . 

如 果 一 列 一 列 地 数 ,r=2 时 有 [VY 个 ,r=3 а СИА е оге 时 有 [mJ] 个 , 故 共 
ж Т. 

如 果 一 行 一 行 地 数 ,y= 2 时 ,有 [logsn] 个 ,y=3 时 有 [logs] 个 ,…,y 一 n 时 有 
Clogom] 个 , 故 共有 空 [logm] 个 . 

综 上 所 述 , 原 等 式 得 证 ， 

5 设 正 无 再 数 чуй H=. 

来 证 两 数列 Cz],[27],… [nz],… 与 [],[2y],…,[ny],… 合 在 一 起 从 好 不 重复 地 
构成 自然 数 集 . 

证 明 BAN r> y> At 

Tt 二 DZz] 一 [4z]>1,[( 二 1 一 [kty]>1， 

从 而 可 知 数列 

[z],[2z]， 

52.С2у], 
都 是 严格 递增 的 . 

假定 存在 某 个 整数 p 在 数列 中 和 加 中 重复 出 现 ,那么 必 存 在 两 个 整数 。 与 4, 使 得 

р [ах] (ву), p<ar<p+1.p<by<p+1. 

因为 和 y 都 是 无 理 数 , 则 上 面 两 个 不 等 式 中 不 可 能 有 等 号 出 现 ,由 此 得 

ре ан р, 

ЗОТ ЕНИН p Ж p+ ЖЕ ЯК a+ b 的 情形 ,但 这 是 不 可 能 的 

因此 可 知 数列 与 四 中 没有 相同 的 整数 . 


再 假定 存在 某 个 整数 p 在 数列 从 与 四 中 都 不 出 现 ,那么 也 会 存在 两 个 整数 a 与 ,使 
## ат<1р<р+1<(а+1)л,бу<р<р+1<(%+1у. 


ў. 


® 
@ 


1 atl 6+l 


a,b 
ч + <1+1— А 
Еа p Ca tay т 


Ща+ь<р<р+1<а+Ь+2. 

这 时 ,在 at+b 与 a 十 b 十 2 之 间 出 现 了 两 个 整数 ,但 这 是 不 可 能 的 . 
因此 不 可 能 在 数列 四 ,@@ 中 有 某 个 整数 不 出 现 . 

综 上 ,命题 得 证 . 


Q оное 


я! etape в 1001-1002. 
分 析 ТК 20061. EHRE Ж ЖМК. 
1001 • 1002 • ++» + 2005 • 2006, 2006! 

т Л IF +1005 


+ 200: 


2006 


一 一 是 整数 ,k 的 最 大 值 是 多 少 ? 


2006! PARAF 11 的 最 高 宕 次 为 
Ж J+ [28] 1826-9, 


11 п? 17 
10001 PARAF 11 МКУ 


[И] [п] 90 十 8 一 98. 


所 以 k 的 最 大 值 为 199 一 98 一 101. 
例 2 求证 当 且 仅 当 存在 某 个 正 整 数 4 使 得 一 2 时 ,2 能 整除 ni. 
分 析 用 高 斯 函数 表示 ”中 含有 因子 2 的 个 数 ,再 用 高 斯 函数 中 一 些 热 知 的 不 等 式 
їйї. 

证 明 对 于 任意 给 定 的 正 整 数 ,总 可 以 找到 正 整数 上 使 得 2 天 ”<<24. Ф 
因此 n! 中 含有 因子 2 的 个 数 m 为 

ятга" na 
r-i e+e] 


На ЕСЕЈУ): y8 


"Гн" + :)]= p (一 


MR in HQ т=п. 

再 由 四 知 zi 一 1, 即 一 2 

反之 ,如 果 n= 2"! ,由 m 的 定义 知 
тА 2070 lnm, 
BD n! FA m 一 1 个 因数 2, 从 而 2 
例 3 定义 函数 /CD(rEN+ ) 如 下 ， 


š Qn)! Am) 
BT C+ 00I BCD’ 


REAM ,B(n) 是 互 素 的 正 整数 ， 

Ë BGD =1, 则 f=: 

E BMEM f) = Bot В. 

求证 /(m) 的 不 同 值 只 有 有 限 个 ,并 求 出 它 的 最 大 值 . 
分 析 容易 看 出 数值 1002 并 非 关键 , 故 要 将 问题 一 般 化 . 
EM 先 证 明 下 面 的 引 理 ， 


за йа 是 正 整数 , 且 设 分 数 了 2 上 被 写成 既 约 形式 , 则 分 母 不 能 被 任意 
大 于 2a 的 素数 整除 

任 一 素数 p Ex ЮУ 

spire _ Iraq + mke 

AOI E] 3 

由 于 对 任意 非 负数 y,z, 不 等 式 

[2y]+[2z]2[y]+[y+z] ° 


т. 


Ri. 

MRE i у= [у]+а,Е=([1+8,0<а.й#<1. 

WS %sCQ+2[yJ+(2a]+2(z1+[28)2>[y]+[yJ+[=z]+[a+8) 
e[z]+[2a)+[28)>(a +g], ® 

由 0<а,8<1 得 0 二 十 B<2, 于 是 [ae 十 站 一 0 或 1. 

若 [ae 十 四 =0, 则 国 显 然 成 立 . 


若 [a 十 四 一 1, 则 ,8 中 至 少 有 一 个 不 小 于 二 ,从 页 [2a] 与 [2 由 中 至 少 有 一 个 为 1.9 


ERE. 
从 而 证 得 @ 成 立 - 


eb, 


由 回 知 四 中 每 一 项 均 不 小 于 0, 故 工 为 整数 . 
从 而 7 这 7 的 分 母 不 可 能 包含 任意 大 于 2a 的 素数 , 引 理 得 证 . 
由 引 理 及 /(n) 的 定义 可 得 /(л)< 2004. 

从 而 fCm) 的 值 只 有 有 限 个 . 

小 于 2004 的 最 大 案 数 为 2003. 


当 nm 一 1001 时 ,一 DL (2002)! 


нү (m+]002)1 1001! (20031 2003 o: 
所 以 B(1001)= 2003 • 10011. 
因为 2003 为 素数 ,所 以 f (1001) — 2003. 
因此 (n) 09 Ж X {Ку 2003. 
例 4 证 明 对 一 切 整数 ">1 ,方程 


1 十 着 十 1=0 RANAR, 


证 明 首先 证 明 ,对 每 个 正 整数 上 RED RRM p.p 
设 220 为 整数 ,满足 р << p , 则 满足 p kL 的 最 大 整数 "满足 


1 
[EJH EJH EJE HEE в, 
ЕСИГИ ССС: I 
р 
所 以 рТ. 
50 i 
HO EER a, W 


апа + 


iT 


1 
<R, 
r 


ПИЕ 
mattata! =0. 


а G odEN, ed) =1, 0 
etne dtt ed tat 0 ° 


于 是 dlc, 从 而 d 一 1. 

即 若 方程 中 有 有 理 根 =, 则 a 必 为 整数 . 

设 p уп 的 素 因数 , 则 由 方程 回 知 lc , 即 pla, AT pla. 
Hr BE pln! 的 最 大 整数 , 则 由 六 ja 


ЕСУ Я 


м 
i 


AMARON p ln FR! 


故 方程 四 没有 有 理 根 - 
例 5 设 户 , 户 , 广 ,… 是 依 递增 次 序 排列 的 素数 ,z, 是 0 与 1 之 间 的 实数 ,对 正 整数 


大 ,定义 
°, 


“| A} 
这 里 {z} 表 示 z 的 小 数 部 分 , 求 出 一 切 rs WE <r] 且 使 数列 ro ,zi ,… 中 最 终 出 
现 0, 并 加 以 证 明 ， 


分 析 т 为 无 理 数 时 ,上 上 也 为 无 理 数 (pEQ 且 PHO ,从 而 | 二 | 也 是 无 理 数 ,故我 


们 可 以 猜想 z, 可 取 一 切 有 理 数 . 
М ”我 们 证 明 , 该 数列 最 终 出 现 0, 当 且 仅 当 r HAAN 
首先 ,我 们 证 明 对 之 1, 若 т, 为 有 理 数 , 则 它 的 前 一 项 zx,-, 也 是 有 理 数 . 
着 加 一 0, 则 由 题 设 知 z =0 Ê € N, ,从 而 -为 有 理 数 . 
0 120, EQ. ЙИН 
„= 二 一 [起 -], 可 得 -1= 
a er ed i 


д 


于 是 x-1 也 是 有 理 数 . 
综 上 可 知 ,对 某 个 人, 若 r, 为 有 理 数 ,特别 地 , 若 数列 最 终 出 现 0, 那 么 x 也 为 有 理 数 . 
现在 设 zx 为 有 理 数 ,那么 数列 т.т... ЖЯ. 


Pa 
¥ a 0те, А r, 


这 里 -是 np, RI m 的 余数 . 

所 以 数列 {z,} 的 每 一 个 非 零 项 的 分 母 闫 格 地 小 于 前 一 项 的 分 母 ,从 而 非 零 项 的 个 数 
不 超过 z, 的 分 母 

因此 ,数列 {x,) 最 终 必 出 现 0. 

例 6 设 S(z) 表 示 数 齐 {[xz]} пЄ N. ,证 明 方程 z 一 107 +29r—25=0,# H t 
的 两 实 根 a,B, 使 Sta) 门 S(B) 中 有 无 穷 多 个 正 整数 . 

分 析 方程 有 3 个 根 ,而 题 中 只 取 了 a、8 两 个 根 , 故 应 将 求 的 式 子 补 全 . 即 计算 
15020509) +1509) 1500) | +|S() 05а) 1, 为 男 外 一 个 根 . 

EM 记 f(7)=x? 一 10x* 十 297 一 25, 则 


100 


=5<0, f(2=1>0, 
—1<0./65)— —5<0, f(6)=5>0. 

于 是 方程 f(z)=z? 一 10x* 十 29x 一 25 二 0， 2),(2,3),(5,6) 中 各 有 一 根 ， 
Еа fre, pth. 

车 用 S'a) SD, S ORR Sa),S(B8),S(y) 中 小 于 或 等 于 МОМ 为 任意 给 定 的 自 
然 数 ) 的 数 的 集合 , 则 


I= [¥]. ISmI= [7] I= [1 


BIS DNS MIHIS ANS PIHS YNS NI Ф 
ISI HISIS NI—M 


>м(2 л ус!) 3 


由 此 可 知 , 当 M BPA. DRO -AAAA HA UNEN 
程 的 两 实 根 (不 妨 设 为 a 与 8) ,使 得 S(a) 站 SCB) 中 有 无 穷 多 个 正 整数 . 

例 7 aT. rs RERNA >. (r) =1, 令 集合 N.= [na]|n=1,2， 
,求证 对 任何 mE N, „ет 1. 

分 析 :=1 时 。 为 正 整数 ,应 该 单独 讨论 

证 明 分 两 种 情况 讨论 ， 

CDF 5= 1, 则 。 为 正 整数 ,N, 一 tmmln 一 1,2,…), 困 为 *>1, 则 站 mm 二 1, 而 mm 十 1 一 
由 十 1 ,结论 成 立 ， 


(DF >l >A 
бёр? 

«7р7 

=] 

ХЕ т = Гло ЛЄ N,, 令 m Eqs HROSS 1). 

则 [wo]~ Гы * =] qr+ka]=qr+ [ka]. ° 


HORI o<[ za ]<r—1,1<[ka]+1<r. 
KHOR qr 1S&m+1<(q+1)r=qr+r. 

所 以 rimt. 

例 8 对 实数 yF slr y)=isls=[nzr+y]nEN}. 


س КҮҮ ТҮ‏ دای 
(сай к Ка ый ©‏ 
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“i 


证 明 若 r> 为 有 理 数 , 则 存在 实数 x,v, 使 得 
sr Ns = Bsr, O Ustus) =N. 


EM 设 r= 台 ,p.gEN,p>g. 则 


和 m Ба ` Я 
рос Sv<o fB шу. 
DWR sr. ON t.) Е + k 是 5(r,0) 与 *(wvu) 的 公共 元 束 , 即 4 一 


[nr]=[mu+ u]. 


r= 2,A =["Pl| тр "P |.o< "P, 
Liar: si [Ек аро 


Ш преда с.05 4—1. 


又 由 k=[nu+)=[ 


Me +y], 
сЗЭ 


трлр 60р +4,0<4< рд. 
МОО онн) р+оср p =kptetd, 


N~ <<. p>. 00р <0. 
X c+d20, РАНО k<m+n. 
за. Ф.О ыр->-1,‹+4<р-1. 


则 由 四 得 Gm 二 Dp 一 kp 一 wtp 一 D+) 之 kp+1+ 记 


MT тл 


图 与 @ 相 矛盾 , 所 以 (r.o) (ио) @. 
(DFE n>m В.Г) Сте) Спи] > Сти + о). 
FDL fE збио) PRAAT. 


ЖАЙ scu (101.2 
Шт 满足 | 


|On + ито. 


k 


同样 ,sr,0) 站 和 1,2,… ,4—1)#0ЖЖ1Ж 加 ,满足 n 一 -[ 


于 是 有 一 mm 一 加 所 
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1<њ < 


+* 即 


utk 


—k 


rk 


=з-к+ EOD 2k. 


@+1р. 


24 


° 


k- 1) 8936 R ЛЖ РЙ Е Сти о) СА 的 mm ВКК mt 
mut vk, 


所 以 mı +m >k—2,Ë) m +n 2k—1. 
又 因为 sta,o 站 str,0) 
сш, ооп 
此 式 对 所 有 的 均 成 立 - 

因此 suv) Usir =N. 


XE maoa 
1， 对 于 非 负 整数 工 ,函数 F(z) 定 义 如 下 : 


10 

rey=ozeo=r([6])+ |° тыра] 

РО 052006 中 取 最 大 值 时 ,的 值 是 多 少 ? 

2. 试 求 出 最 大 的 正 数 c， 对 于 每 个 自然 数 n AAi ARR nV) EM A 
Bin. 

э. kab HE Kon атава ea Fe 12 lat Cn DO] yy e gk, 

km HERM! PHRF И КЕЯ n REFE ARR n> 
2006°9°*,{# m= 3 +n(m). 

S. Жа ЕТЕН Ей йш = Lars; matrigna 

求 使 不 等 式 ws 二 20 成 立 的 所 有 n. 

6. Вла ШЖ ЕК.) Ж ЕК Ж ТИ ЕЕ ЖЕ 的 最 小 值 .证 明 [b(n)] 


1. 


=L m+). 
?. W ran Ев в тне А У [E] [P| n 
"(Т (ЗГЕ ммте 
БОЛЕЕ 
ЕСТИ HAR HER. EMRL HD CD 


,一 2} 的 划分 的 充分 必要 条 件 是 + 和 s 


Lipa t PLATER r 的 最 大 整数 ,1z} 一 x 一 [zx]. 
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二 第 六 章 无 穷 递 降 法 


§ 6.1 用 无 穷 递 降 法 解 不 定 方程 


= ee 知识 扫描 


无 穷 递 降 法 是 证 明 某 些 不 定 方程 无 解 时 常用 的 方法 ,其 证 明 模式 大 致 为 : ñ MSE 
原 方程 有 解 , 然 后 构造 某 个 无 穷 过 降 的 过 程 ,并 且 从 方程 本 身 看 ,这 个 过 程 应 是 有 限 的 ， 
从 而 导出 矛盾 ,无穷 递 降 法 的 理论 依据 即 是 "最 小 数 原理 ”, 以 下 通过 几 个 实例 来 说 明 无 
穷 递 降 法 在 解 不 定 方程 中 的 应 用 . 


例 1 EHR ку + + = HERAN. 
TA ”假设 原 方程 存在 一 组 正 整 数 解 . 设 这 组 解 为 了 一 
+ Ў Ф 
由 于 ro sya осон 均 为 正 整数 . 则 让 四 的 右边 可 以 推 若 ra o yo zo и, 中 的 奇数 有 偶 
数 个 , 即 或 者 4 个 ,或 者 2 个 .或 者 0 个 . 如 果 所 有 这 四 个 数 都 是 奇数 , 则 Hyi + zf Hi 
能 被 4 整除 (这 是 因为 奇数 的 平方 除 以 4 余 .而 27。y,zu 不 被 4 整除 .于 盾 ;如果 z, 
и, 中 恰 有 两 个 奇数 , 则 l ef Tal 不 被 4 整除 .而 ryzou 能 被 4 整除 , 巴 
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盾 , 所 以 全 部 4 个 数 都 为 偶数 , 令 т, =2л,. у, =2y rz =2г ошо =2u WJ ту, угш EJ 
HEMM. HADH 

Oa + (2y, + (2: + (2и, =2(2r)(2y,)(2z (2), 
W ri Fy tej tai = Bry zi s ® 

HES И r утоа и. 中 有 偶数 个 奇数 ,而 ry :zy 不 可 能 全 是 奇数 ,因为 此 时 
过 十 中 十 本 十 可 不 能 被 8 整除 (奇数 的 平方 除 以 8 余 1) ,同时 也 不 能 恰 有 2 个 奇数 ,因为 
此 时 如 十 六 十 对 十 i 也 不 能 被 8 整除 ,于 是 ,我 们 又 得 到 r ,yi ,zi yz 都 是 偶数 , 即 ,一 
= 2u, (xs rys за r: EN.) MAOTA 

i+ у} + Arey tata. 

用 与 前 面 类 似 的 方法 ,我 们 可 以 得 出 xz: ,， 
我 们 可 以 得 知 , 对 任意 YE N+ ,有 rity Heita 


同时 zy, 均 为 正 整数 , 即 x。 可 以 按 上 述 方式 (每 


次 除 以 2) 无 穷 递 降下 去 , 且 递 降 后 所 得 的 数 始终 为 正 整数 ,这 显然 是 不 可 能 的 ( 正 整数 集 
有 最 小 元 素 D. 
因此 ,方程 +y а Hu =2ryzu 无 正 整 数 解 . 


Zary 


,us 是 偶数 ,等 等 . 如 此 继续 推理 下 去 ， 


"raya, 


@ 2 证 明 不 存在 不 同时 为 零 ,县 满 足 方 程式 十 y = 32 的 整数 r.y.z. 

证 明 ”个 设 方程 有 整数 解 (x。,y。 ,so) 天 (0,0,0)， 

M 2552320, Ф 
车 x。,y 不 能 同时 被 3 整除 , 则 

xi + yi =l R 2(mod3). Ф 


这 是 因为 对 任 一 个 不 能 被 3 整除 的 整数 , 它 的 平方 除 以 3 的 余数 都 为 1, 而 xz, ,ys 中 
可 能 有 1 个 或 2 个 不 能 被 3 整除 ,于 是 有 四 式 ,而 与 矛盾 . 

В. ль, уь 必 同 时 能 被 3 整除 

HE xo = 3x y Зу (roy EZ). 

{AOR (3л): + (3y, 0° = 32 A :}=3(хї+ у). 

所 以 3| za ,可 是 x, =32 А ЕС €2). Фау =341, 

由 以 上 推导 可 知 , 若 (z,, уь. oD 是 原 方 程 的 一 组 不 全 为 零 的 整数 解 , 则 
(党, 学: 争 ) 也 是 原 方程 的 一 组 不 全 为 夫 的 束 数 解 ,进一步 可 知 ( 攻 , 莽 .各 也 是 原 方程 
的 一 组 不 全 为 零 的 整数 解 …… 这 样 的 变换 可 以 无 穷 地 进行 下 去 ,而 由 非 零 整数 的 性 质 知 
这 是 不 可 能 的 . 

所 以 ,方程 «+ у 3 不 存在 不 同时 为 零 的 整数 解 - 

评注 通过 以 上 两 例 我 们 可 以 看 出 "整除 "通常 是 我 们 用 来 构造 无 穷 递 降 过 程 的 工 
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з Ha 是 给 定 的 正 整 数 ,A NB 是 两 个 实数 , 试 确定 方程 组 
TT Ф 


AF HBO CAY HBE) 4 PA + Вә?) =L OAHU ° 


有 正 整 数 解 的 充分 必要 条 件 (用 A.B 的 关系 式 表示 ,并 于 以 证 明 ). 
解 ” 原 方程 组 有 正 整数 解 的 充 要 条 件 是 B 一 2A, 下 面 证 明 这 个 结论 . 
首先 证 明 充 分 性 , 即 已 知 有 一 24 ,证 明 原 方程 组 有 正 整数 解 . 
此 时 ,我 们 可 取 x 一 124,y 一 34,z 一 4a, 这 便 是 原 方程 组 的 一 组 正 整 数 解 . 
再 来 证 明 必 要 性 :将 中 代 人 回 可 得 : 
Ал Ву УАУ HBE HE Ае +B = OAH уа)", 


r=, 


进而 可 得 (2A 一 B)(zt 十 Y 十 ر2 ر "ر2‎ 

Ж AFB WH r + y+ e — 2r y — 2y 24717 =0, 

оуу а)ба у) буфет) =0, 

不 妨 设 x 十 y 一 z 一 0, 代 人 中式 有 

ty HHY = (132) Ф 

EAM rya a, EN,) 使 国 成 立 ,显然 a 为 偶数 , 设 w = 2a' Cas € 
м, 41+ yf + Cro Hyo) vT RL roye 均 为 偶数 (否则 rf + yi + Cro + yo) ж 
2(mod4)), Bk z, = 2210, у, = 2y, Cras у, € N), FER ri + y'ê (х' + у) = 
134% 六 ,这 就 得 到 于, 党 ,学 也 是 四 式 的 一 组 正 整数 组 ,将 这 一 过 程 不 断 地 进行 下 去 , 即 
可 知 对 任意 EN, ,都 有 2" la, ,而 as EN, ,这 显然 是 不 可 能 的 . 

故 若 原 方程 组 有 正 整数 解 , 则 必 有 2A 一 B. 

综 上 即 知 原 方程 组 有 正 整 数 解 的 充分 必要 条 件 是 B 一 2A. 

а 求 不 定 方程 十 y 一 = (zy 天 0) 的 正 整 数 解 . Ф 

证 明显 见 , 只 需 证 明 四 无 正 整数 解 . 

用 反 证 法 来 证 明 ,假设 方程 有 正 整数 钟 ,那么 在 全 体 正 整 数 解 中 , 必 有 一 组 解 x。， 
зооло В ло 取得 最 小 值 ,下面 我 们 由 此 找 出 一 组 正 整数 解 r ,y ,zx 满足 = Са, АЙ 
аж. 

DREDH yo) 一 1. 若 不 然 ,就 有 素数 p ei р.р Н КЕГШ ЖП р 
PEDA plo зро EET EOBDTEEHN Но <a ,这 就 和 z 的 最 小 性 巴 
盾 . 因此 必 有 (zy уь) 一 1, 进 而 知 (zz。) 一 1.(y。 ,zs) 一 ], 即 ,yo,z 两 两 互 质 ,又 易 知 
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ات 
хь,» 必 为 一 奇 一 偶 ( 否 则 ri + y! =2 (mod4), Ф Ë ra. yo 不 可 能 同 为 偶数 , 即 =;‏ 
(mod, FR). 不 妨 设 2|y. , 则 = 为 奇数‏ 
设 go = (zo — Ii szo HI) W ga) Czo‏ )2( 

即 gol (220,235) FREA go |2. 


X у zo AAWE yiz + у} 均 为 奇数 . 
所 以 ?go , 故 z, =l. 


Уа Буну о ر‎ 


НЕА 5, z + yi 
иво ам.) 
这 里 wu>w>>0v(wvw) 一 1,2hun, 进 而 有 
+) 
+, 


=v) e 


CD gı = (aî LU Ch huv l+ HRD. 
САС +), 

所 以 ве шша? шт а (uu). 

HD д. (227,207). 

(227,247) = 2007,7) =A к. 12. 


+ 


而 由 2huv 知 wov 均 为 奇数 ,于 是 u Fî =2( тода), WS ER, ВТ har. 所 


以 本 =1， 
жи yf = (at) аца 
= =, (abEN,), ° 
2 


M а20,620,(а.6)=1 Ë 2la. 28. 

(Dh wu 8 ЖЕО АИВ 0O<b<v' 
ау). 

因此 可 以 得 知 存在 г, € N. ,使 得 

др r>s>0, (S1, 2rts, 

由 此 及 加 式 的 第 二 个 式 子 可 得 王 十 Я 

这 表明 r,* 必 是 方程 四 的 正 整数 解 , 且 5 二 z。. 这 和 =, 的 最 小 性 矛盾 ,所 以 方程 四 无 
正 整数 解 , 进 而 知 方程 中 没有 zyz 天 0 BIE EW. 

评注 在 本 题 的 证 明 过 程 中 由 解 (x,,y,,z。) 得 到 解 (r,s,5) 实 质 上 就 是 对 z 进行 了 


R saco Еи ta =r B 21а, 


а= 25.90, 
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Ежа т 扩 最 小 性 "从 而 导出 也 盾 ,这 种 方法 的 思想 精 依 正 是 "无 
завы". 
MS IER a ib EÊ EREN. ), 求 证 , 必 革 个 正 整数 的 平方 . 


分 析 ROE TE =k REA a? 一 人 ba 十 外 一 人 一 0, 则 是 以 为 元 的 一 


次 方程 x* 一 kbr 十 太一 二 0 的 一 个 正 整数 根 ,和 市 达 定理 可 知 该 方程 男 一 根 为 4’ 一 hb 一 a 


ше ak < tt 
"Ма-а KERE a URF О, н ао = рор 


SEFA! 于 是 我 们 义 找到 非 仙 整数 wb 使 2 二 全 一 人 ,如果 能 在 arb S a”. ЖИН 


BFI 
某 种 递 降 关系 , 则 本 题 就 基本 得 到 了 解决 . 
证 明 假设 六 不 是 完全 平方 数 , 则 由 条 件 可 以 得 到 不 定 方程 


а вар —k=0. Ф 
ЗИТ ВО Ca, OR A аһ<20, # а? +b —k(ab+ DOMA a=b 
一 0, 与 ab<0 RF. 


设 (a,b) 是 中 的 解 中 满足 a,bE N- , 且 使 a+6b 最 小 的 那个 解 , 不 妨 设 4a 尝 b, 园 定 上 与 
b DRUKI a 为 元 的 一 元 二 次 方程 , 它 有 一 根 为 a, 设 另 一 根 为 a', 由 书 达 定理 有 

а+а'= ° 

laa = —_k @ 

HORT a HEN, НО a ос 不 为 完全 平方 数 ). 

M ab tj a'h BEM На 6 ЕВ а #0, PR a >0. 

所 以 a 为 正 整数 ,这 时 有 


amt 1 сал 


这 时 (a',b) 为 的 正 整数 解 ,a РЄ N- ,但 a 人 十 b<<a 十 b, 这 与 (a,b) 的 选 法 不 合 ,得 
出 矛盾 ,所 以 上 必 为 一 个 正 整数 的 平方 . 


ЖЕ BODINE 


1. 证 明 四 元 二 次 不 定 方程 Hy =3 +) Ж EAN. 
2. 求 方程 rty tiry 的 整数 解 - 
3. 求证 : 除 ae 一 6 一 < 一 d 一 0 +, BE 6(6а +35 с) =54' 没有 别 的 整数 解 - 
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4. REFER а, RE 


ab—1 


y+ 
з 证 明 两 个 平方 数 的 和 与 差 | > 


le 
6 EM ITEJPE=z+y== 设 有 正人 整数 解 
Т. ERYR: +y —192у—19=0 无 整数 解 - 


6.2 无 穷 递 降 法 的 其 他 应 用 


“ae REB 


在 上 一 节 中 我 们 介绍 了 无 穷 递 降 法 在 解 不 定 方程 中 的 应 用 ,在 本 节 中 ,我 们 着 重 说 
明 无 穷 递 降 法 在 数论 ,几何 ,组 合 中 的 应 用 . 


ДУ шшер 


#1 设 a,b,m ТЕВЕ, (a,b) 一 1. 证 明 :在 等 差 数列 a 十 (kt 一 0,1,2,3…) 中 , 必 
有 无 穷 多 个 数 和 mm 既 约 、 

证 明 Hi T(a+(k+m)b,m)=(a+kb,m)(k€ N. ). 

所 以 要 证 明 在 等 基数 列 a АБСЕ — 0 ) 中 有 无 穷 多 个 数 和 m #0, ARB iE 
当 =0,1,2,…,m 一 1 时 ,存在 某 个 使 4 十 好 b m ERR. 

设 c 是 m 的 所 有 因数 中 满足 (c.a)=1 的 一 个 ,并 设 d 三 (a 十 bc,m) ,如 果 4>1. 

由 于 (ab 一 1,(avc) 一 1, 所 以 (avbc) 一 1 

又 dl(a 十 bc) ,所 以 (da) 一 (dvbc) 一 1. 

申 此 及 атт I DLR RI dc lm. 

于 是 ,我 们 在 m 的 所 有 因数 中 找到 一 个 比 c 更 大 (dc>c) 且 与 a 互 质 的 数 ,如 果 当 上 
€ (0,1,2---.т LR ВЯ (a +bk,m)> 1. WL ЕЗ ага ЖТ F Ж, Bp Sí DL Ж 
断 地 找 出 m 的 新 的 因数 , 且 该 因数 与 m 的 差 不 断 地 缩小 ,而 这 显然 是 不 可 能 的 . 
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所 以 必 存 在 某 个 kE (0.1.2,--,m— 10а +, т) =1, BN ara tba F20, "sa + 
(n—1)b PEDA -- 4° tš m 互 质 ,进而 可 以 得 知 所 要 证 的 结论 成 立 . 

例 2 正 五 边 形 的 每 个 顶点 对 应 一 个 整数 使 得 这 五 个 整数 的 和 为 正 . 若 其 中 三 个 相 
连 顶点 相应 的 整数 依次 为 +,y,z, 而 中 间 的 y<0, 则 要 进行 如 下 的 操作 :整数 +,y,z 分 别 
换 为 + 十 y, 一 y,z 十 y. 只 要 所 得 的 五 个 整数 中 至 少 还 有 一 个 为 负 时 ,这 种 操作 就 继续 进 
行 . 问 :是 否 这 样 的 操作 进行 有 限 次 后 必定 终止 . 

分 析 与 解 ” 题 中 所 述 的 操作 并 不 改变 五 边 形 项 点 上 各 数 之 和 , 且 这 些 数 妨 终 都 为 整 
数 , 如 果 我 们 能 构造 出 一 个 函数 ,该 函数 有 下 界 且 每 进行 一 次 操作 ,该 函数 的 函数 值 都 至 
少 减 小 某 个 正 值 M(M>0), 则 问题 便 得 到 了 解决 ,因此 本 题 的 关键 就 在 于 构造 出 一 个 符 
合 要 求 的 两 数 , 由 于 要 求 所 构造 的 函数 有 下 界 , 则 可 联想 到 整数 平方 的 非 负 性 (也 可 考虑 
整数 绝对 值 的 非 负 性 ) ,于 是 可 换 如 下 方法 构造 两 数 S: 

REEE KAIWA BRR HKH rorot rs Ру лазу 
ду) Со) Hna d Haard + С r) Со — r OEE, h РИНЕ 
变 五 边 形 项 点 上 五 数 之 和 且 最 初 所 给 的 五 个 整数 和 为 正 , 故 有 xz 十 ;十 zy 十 zy 十 zs 之 
1% 


不 妨 对 ts vx srs ET T ВЕ Сг, <0) в} КЕТИ н, L 00 оа + 
an vi а). 

此 时 ,有 

тА) 

а) (а + дО у (a Fr)" + Ora = (=z (а Б — 

(nta = (ау у) he (r ж! =(лу— лу)? 

mx (r Fas +a + Fs) 

Ln la LOs + Fa Har >1) 

208 z <O B r €Z x=). 

即 每 操作 一 次 后 ,的 值 至 少 下 降 2, 又 由 于 了 非 负 ,所 以 上 述 操作 不 能 无 限 地 进行 
T£. 

所 以 这 样 的 操作 进行 有 限 次 后 必定 终止 . 

评注 本 题 所 构造 的 函数 并 不 唯一 ,例如 可 构造 辅助 函数 g Cs a rao) = 


Жл ++! ааа Е ta Жаз лиз ОКВ zas 


证 :在 坐标 平面 上 ,不 存在 正 * 边 形 ( 
证 明 ”假设 存在 某 个 正 WË AAA A SD. HARA A A A, 都 是 整 


по 


p 


在 坐标 平面 内 任 取 一 整 点 M, 过 M ВИ МВТ, MB; , MB; , ---, MB. tp f4 
MB: = A,A; MB. ‚МВ, =A, A. MB. =A A, Ct 6—1). 


AMBRES АВНЕ д Oa 
рш B "B, 都 是 整 点 . =. e 
XB MIME, |= | MB; |G— 1.2... X Bas = B,D), а, 
A 
图 6-1 


Ж. 


AME SMBT ANRH Z. 


FUA п B, BiB, BIE n ШЖ. 


ий» ШЕ B. B.B. 与” ШЖ А,А, А, нга ВВ, 


ii Z B, MB. 


= 2cos Z. 
z. 


所 以 B, Bı = 2соз Š * JA, A1} <2cos Z |A A: 1. 
上 述 这 一 过 程 可 以 无 限 地 进行 下 去 , 即 由 原 正 mn 边 形 可 以 得 到 一 系列 正 n 边 形 ,每 
DE п 边 形 边 长 都 不 大 于 前 -PE n 边 形 边 长 的 2cos 7 ВИНЕ mE N. ,都 存在 一 个 


硕 点 都 是 整 点 的 凸 ” 边 形 ,其 边 长 不 大 F (2cos + 1А,А; | fB 2cos тич m— 


Foant, (2eos Z) + ТАТА IONER NRSA ШИЕ Ж ЭУ 1, 即 正 n 边 形 边 攻 
不 小 于 1 ,这 就 导致 了 矛盾 . 

所 以 ,不 存在 正 n 边 形 (n 宇 7), 便 其 各 顶点 都 是 整 点 . 

例 4 假设 nHL 个 正 整数 ai ,as ,…vahv, 有 这 样 的 性 质 , 任 取 其 中 2 个 数 ,总 可 以 
分 为 两 个 无 公共 元 素 的 "元 子 集 , 且 两 个 子 集中 “个 数 的 和 相等 ,那么 这 2n 十 1 个 数 必 
全 相等 

证 明 如果 有 2m 十 1 个 正 整数 满足 题 中 所 述 性 质 ,我 们 则 称 这 2m+ 1 个 正 整数 为 
“HEKA. KWE а sa; 所 …<axv-，, 并 且 ai 一 1( 因 为 把 最 小 数 减少 至 1, 其 余数 痢 威 去 
与 之 相同 的 一 个 数 , 所 得 到 的 一 组 新 数 仍 为 "好 数组 ” ) 


义 依 题 设 可 知 '|‹® 


2п+1), a, 


ya G =1.2, 


由 于 一 ] ,所 以 wm наз ay sasa F E M. 
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$: 
"b. BA EE Н ЯЬ и 

RA зу L<, 

PRL ы. 

如 果 а D1 ban = Ê <a, ,反复 进行 上 述 变换 ,最 终 必 得 到 一 个 “好 数 
组 ”, 其 最 大 项 为 1, 又 在 上 述 变换 中 每 个 数组 最 小 项 均 为 1, 所 以 这 “好 数组 "中 各 项 均 为 
1. 再 考 片上 述 变换 的 方式 (将 变 为 = 地!) 即 可 知 最 初 的 29-1 PR a sar ane N 
1. 


由 此 就 证 明了 原 命题. 

评注 事实 上 ,如 果 n+l 个 有 理 数 zi ,zi … zz+ 满 足 :从 中 任 取 2n 个 数 ,总 可 以 
分 成 两 个 无 公共 元 素 的 n EFR AKDERE ”个 数 的 和 相等 ,我 们 同样 可 以 证 明 这 
2n 十 1 个 有 理 数 相等 ,只 需 将 本 题 的 证 明 稍 加 改进 即 可 ,有 兴趣 的 读者 不 妨 一 试 . 


WS 设 /(z) 一 十 + 十 p,PEN, 求 证 :如 果 f(0),f(1),f(2) (/ )#® 


MBAR ГСО) РС е (0-2 E R b. 

分 析 如果 存在 某 个 mE {0,1,2,+-,р—2},# т тър 为 合 数 , 而 我 们 又 能 通过 
菜 种 方式 使 m 下 降 , 即 找到 一 个 比 т WU 008 (m’ € (0,1,2, p— 20) Гот) 38 
合 数 , 则 由 无 穷 递 降 法 就 可 以 导出 矛盾 . 

EM '40<г<р—2В{,р<\л'+х+р<(р—2)'+(р—2)+р=(р—1)'+1, 

设 r, 是 使 FOr) 一刀 十 z 十 户 为 合 数 的 最 小 的 自然 数 工 的 值 . 

# о<т,<р—2.Ж ritr + рр H, 

从 而 тї} + т, + p 888 RIN a, <р—1. 

ао + p= d,m(m€ N. ). 

(1 如 果 >d $ r= r di» 

WH a +a р а) С а) +p 

—4+%+р—4,(2л„—4 +1) 
=4,от—?л+4,—1), 

HT +r pz p> p~ lad K m—2r +d —1>1. 

АЛТА 4, (m= 2z +de- DHARM О.А OS = zo d<. 
这 就 与 x 的 定义 相 矛 盾 . 
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== ЕТ т елы ү 


DMR <d: $ r'=d,—1— ra. 

则 有 т?+х'+р=(д4,—1—т„)*+(4,—1—л)+р 

1+2. + p~ do 005—4 +D) 

=4(т—?л»+4,—1), 

与 (1) 中 的 方法 相同 ,我 们 可 以 证 明 fOr) Ж МН z 的 定义 知 x xo, 
即 do 一 1 一 x。 之 xo， 从 而 4221. +1, 

X ds /f(z) (a, HARK f(0 8 A RIN. 

ЖШ 2л, +154,< 76) 

Вр 4х4+4л5+1&т1+®т,++р, 


解 之 得 二 3 一 V12p 一 3< 7 «23120-3 
2 < 2 


所 以 о<»<[/ 


而 由 题 中 条 件 知 f(0) FD, (| P ] } 均 为 素数 ,但 ao 568 FR! 
N3 ` 


ВТШ >p Mh z, 的 定义 可 知 f), f(2), f(p— DAHER. 

原 命题 得 证 . 

评注 ”在 上 述 证 明 过 程 中 ,我 们 似乎 并 未 用 到 无 穷 递 降 法 ,这 是 因为 在 开始 我 们 采 
用 了 * 走 极端 "的 方法 . 通常 为 便于 叙述 ,我 们 都 会 采取 这 种 方法 (但 这 种 方法 并 不 总 是 可 
行 的 ) ,将 无 穷 递 降 的 过 程 压缩 到 一 步 递 降 , 从 而 达到 简化 证 明 的 目的 , 


例 6 《2006 M R R HI BARAER KEA TE EBO Ca n) E CED = gf gy 
ж. 
解 首先 指出 (a,1) 显 然 是 原 问题 的 解 (这 里 a 为 任意 正 整数 ) ,下面 我 们 证 明 原 问 


是 没有 其 他 解 . 
假设 (a,n)(n 宕 2) 是 原 辣 题 的 一 个 解 , 则 必 存 在 正 整数 ,使 得 (a 十 1)" 一 a 二 hn。 
由 于 a+1 5 a нж, Еп Уа 和 a 十 1 都 互 案 , 则 由 欧 拉 定 理 可 得 : 


(a+ 10%" =a" =1 (mod). 
设 d= (n, ç(n)) , ЙН Bezout 定理 知 存在 整数 a 和 8 使 得 
d=antBp(m), 


Hi (a-+1)"=a`(modn) $ (a + D” =a” =] (modn) (H (a+1)"—a"=kn,8| ICa + 


1)"=Æa* (modn)) ,可 以 推出 


из 


{at а е ате =a“ (mod) о 
ER d> EM аът тойт), ”一 1, 与 假设 不 符 ) ,同时 注意 到 фп) п. 
A dEn. 


Ralat ах аа. 1 (a+ 10-а). 

于 是 我 们 又 找到 原 问题 的 另 一 个 解 (a,d) 并 且 1<а<п. 

重复 上 述 过 程 我 们 就 得 到 从 n 开始 的 一 个 无 穷 递 降 的 正 整数 列 ,显然 这 是 不 可 能 的 . 
因此 先前 的 假设 有 错误 , 即 没 有 n>1 的 解 . 


所 以 ,使 得 十 27 一 全 是 整数 的 所 有 正 整数 对 (,n) 即 为 (a,1)( 其 中 a 可 取 任意 正 


Wto. 

例 7 在 平面 上 给 出 了 有 限 条 红色 直线 和 蓝 色 直 线 ,其 中 任何 两 条 不 平行 ,并 且 其 中 
任何 两 条 同色 直线 的 交点 处 都 有 一 条 与 它们 异 色 的 直线 经 过 ,证 明 : 所 有 给 定 的 直线 都 
RFA. 

证 明 假设 所 有 给 定 直线 不 相交 于 一 点 . 

对 于 所 定 的 直线 中 的 任 一 条 红线 !, 设 它 与 各 条 蓝 色 直线 交 于 A Ar ,A, ,不 妨 设 
Kn TAPA, S А, 距离 最 大 (车 A, 5 A, 重合 , 则 题 中 所 要 证 明 的 结论 显然 成 立 ,这 里 
假设 A, 与 А, 不 重合 ), 设 与 ! 交 于 A,,A. 的 两 条 蓝 色 直线 交 于 B ,这 样 构成 一 个 三 角形 
AA.A.B. 

依 题 意 , 必 有 一 条 红色 直线 了 过 点 有, 设 5 交 于 C ,我 们 现在 来 证 明 点 C 在 线段 
ANA, 上. 


若 点 C 不 在 线段 4,A. 上 ,如 图 6-2, 不 妨 设 点 C 在 A.A, 的 延长 
线 上 (点 C 必 不 与 4A,,A. 重合 ), 则 依 题 意 知 存在 一 条 过 C 的 蓝 色 直 


线 , 则 点 C 也 是 4 与 某 条 蓝 色 直 线 的 交点 ,而 CASA A, ARI AA. 
的 最 大 性 矛盾 . 

所 以 点 C DERE А.А, 上 

于 是 ,我 们 由 一 条 红线 ! 使 得 到 一 个 “四 线 组 ”例如 直线 /,BC,BA, ,BA,), 并 称 由 这 
条 直线 所 围 成 的 三 角形 中 面积 最 大 的 三 角形 的 面积 为 这 个 “四 线 组 "的 质量". 

同 理 ,对 任意 一 条 蓝 线 , 我 们 也 可 以 类 似 地 得 到 一 个 "四 线 组 ", 用 同样 的 方式 对 其 定 
хет”. 

这 样 一 来 ,对 任意 一 给 定 的 直线 ,我 们 都 可 以 得 到 一 个 “四 线 组 ", 从 中 任 取 一 个 ,如 
图 6`3, 不 妨 设 6, JER h.h HIR i РЕ. ПА Nl. Q=l ПЬЕ LNL S= 
па. 

нан. VA- $ (И R 3 К. MARU SAR PQ 及 线段 PS 之 一 相交 ,不 
妨 该 蓝 色 直 线 与 线段 PS 交 于 了 , 则 直线 PS, PR,RT,RS 又 组 成 一 个 “四 线 组 "(直线 


图 6.2 
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PS,RT 为 蓝 色 , 直 线 PR,RS 为 红色 ) .而 “四 线 组 "(PS,PR,RT,RS) 
的 "质量 "为 Sams "WRA U, sl la ) 的 "质量 "为 Sus > Saos- 
即 我 们 由 原 “四 线 组 "得 到 了 一 个 新 “四 线 组 " 且 新 “四 线 组 "的 “质量 ” 
小 于 原 " 四 线 组 "的 “质量 "”- 
将 上 述 过 程 不 断 地 进行 下 去 , 则 所 得 “四 线 组 "的 "质量 "不 断 地 碱 
小 ,而 “四 线 组 "的 个 数 是 有 限 的 . 这 就 导致 了 矛盾 . 所 以 假设 是 错误 的 . 
故 所 有 给 定 直线 交 于 一 点 . 
评注 本 题 前 半 部 分 对 “四 线 组 "存在 性 的 证 明 极 易 让 人 误 以 为 AA, 的 最 大 性 也 是 
组 "的 定义 之 一 ,事实 上 并非 如 此 ,如 图 6-3, 只 需 直 线 SL HBAS h.h 异 色 ， 
раги hi shash she 为 一 个 “四 线 组 ", 而 并 不 要 求 Q.S 一 定 是 4， 与 跟 它 异 色 的 直线 的 交 
点 中 距离 最 远 的 两 点 
例 8 (第 29 局 俄罗斯 煞 学 奥林匹克) 正 整 数 序列 1a,) 按 如 下 方式 构成 :4s 为 某 个 正 
整数 ,如 果 a, 可 以 被 5 整除 , 则 anoi Жа, 不 能 被 5 整除 , 则 oa， 二 [V5a,]( 其 中 


[zj] 表示 不 超过 的 最 大 整数 ). 证 明 :数列 {a,} 自 某 一 项 开始 递增 . 
证 明 首先 指出 对 于 任意 正 整 数 ,都 有 [V57] 宇 x 二 1. 
这 是 因为 当 zEN+ 时 ,VS5zr>2 
тш бл] + 1= r+ 
由 此 我 们 可 以 得 知 题 中 所 要 证 明 的 结论 等 价 于 :存在 某 个 正 整数 m, 使 对 一 切 п> 
mun€ М, за, 都 不 是 5 的 倍数 (此 时 a,-, 一 [V5a,]>a,) ,下 面 我 们 便 来 证 明 这 一 点 . 
为 此 ,我 们 首先 证 明 数列 (a.} 中 存在 两 个 相 邻 的 项 都 不 是 5 的 倍数 . 
用 反 证 法 来 证 明 ,假设 数列 {a.) 中 任 两 个 相 邻 的 项 中 都 至 少 有 一 个 是 5 的 倍数 。 O 
考察 ai ,ar a). 


DMR 5 la, а = FÊ, а, Ê E I DE RÛ а, <Г/5а,1, F a< 


a PWA aami, 
-Hac 


Fa |а сата 全 为 正 整数 . 故 有 5 Govt 


(DMR Shu, 则 由 四 中 假设 知 51a; FEH а, =Г/5а,1,а, = П as 


а MH аза — 1. 

综合 (1),(2) 即 知 , 无 论 哪 种 情况 都 有 а, <a, 一 1. 即 我 们 从 开始 可 以 找到 数列 
tas} 中 的 一 项 ,使 得 a, <a, 一 1, 同 样 地 ,我 们 从 a, 开始 可 以 找到 数列 {a.} 中 的 一 项 
as, 使 得 as 所 a 一 1,……, 将 这 一 过 程 不 疡 地 进行 下 去 ,每 次 找 出 的 新 项 都 至 少 比 它 的 原 
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项 小 1, 而 数列 fa,} 中 各 项 都 为 正 整 数 , 故 这 一 过 程 应 不 能 无 限 进行 下 去 ,由 此 得 出 矛盾 . 
所 以 个 中 假设 不 成 立 . 
从 而 ,我 们 证 明了 数列 ta.} 中 必 存 在 两 个 相 邻 项 都 不 是 5 的 信 数 - 
于 是 ,我 们 可 以 找 出 相 分 两 项 ,和 a,-, 都 不 是 5 的 倍数 、 
我 们 再 来 证 明 一 个 引 理 ， 
引 理 :着 a, 和 -+ 都 不 是 5 的 倍数 , 则 a... ERE 5 的 倍数 
引 理 的 证 明 : 由 于 a, 不 是 5 的 倍数 ,那么 由 题 意 可 得 
asa = (Na, 1,a.» = [V5a.,,J. 
Wa, = Sa, а, ЖФ 0<а<1. 
M ans: = „ба,..]= [/5(5a,—a), 
由 于 0<a<1， 
所 以 一 3<< 一 V5o<<0, 那 么 [一 V5o] 一 一 3 或 一 2 8—1. 
ат С—Уба) а — 3  —2 或 一 1(mod5). 
因此 as: 不 是 5 的 倍数 , 引 理 得 证 . 
利用 引 理 及 a, 和 a,-, 都 不 是 5 的 倍数 ,我 们 就 可 以 得 知 , 当 mn 之 k 时 ,a, 不 是 5 的 俏 
数 ,再 结合 最 初 的 推导 ,就 证 明了 原 命题 成 立 . 


HE BONS 


1. 证 明 V5 是 无 理 数 . 

2 平面 上 给 定 2n 个 点 ,没有 = 
点 代表 水 库 W= I W..W, W, 
配方 式 ,使 得 所 有 的 路 不 相交 

3. 设 M 是 平面 上 的 有 限 点 集 . 己 知 这 M 中 任何 两 皮 所 作 的 直线 必 过 NM 中 另 一 点 ， 
求证 :M 中 所 有 的 点 共 线 。 

4. 在 平面 上 给 出 某 个 点 集 M, 使 得 M 中 每 个 点 都 是 集合 M 中 某 两 点 连结 线段 的 中 
点 ,证 明 :集合 M 中 一 定 包含 无 穷 多 个 点 

5. 设 有 2n 个 整数 ui anan ,在 其 中 任意 取出 一 个 数 ,其 余 的 2n 一 1 个 数 总 可 以 
分 为 两 个 无 公共 元 素 的 子 集 ,使 每 个 子 集中 各 数 之 和 相等 ,那么 asaan tE h E. 
(这 里 的 “两 个 无 公共 元 素 的 子 集 ” 指 的 是 对 余下 的 任 一 个 a;, 它 恰 黑 于 一 个 子 集 ). 

в. 证 明 : 勾 股 三 角形 的 面积 不 可 能 为 一 个 完全 平方 数 . 


а.+{—\/5а]. 


ARAN PERRRE FEIF Fien Fh B n + 
一 个 农场 与 一 个 水 库 用 直路 相连 接 . 证 明 存 在 一 种 分 
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fm 格 点 及 其 性 质 


71 格 点 的 定义 及 分 类 


=e REB 


1. 格 点 的 定义 “在 平面 直角 坐标 系 中 , 模 、 纵 坐标 都 是 整数 的 点 叫做 格 点 ( 整 点 )， 

2. 格 点 的 分 类 ”根据 整数 的 奇偶 性 可 以 把 格 点 分 为 ( 奇 , 奇 )、( 奇 , 偶 )、( 侦 , 奇 )、 
( 侦 , 偶 ) 四 类 . 一 线段 的 酚 靖 点 ,如 果 是 同一 类 型 的 格 点 ,那么 这 条 线段 的 中 点 也 是 烙 点 ， 
反之 亦 然 . 

事实 上 , 格 点 的 定义 还 能 推广 到 空间 直角 坐标 系 中 , 格 点 的 分 类 也 远 远 不 止 奇偶 分 
类 一 种 ,其 他 的 分 类 方法 在 下 面 的 例题 当中 再 作 分 析 - 


DRAR 


例 1 对 任意 正 整 数 4. 连 结 
点 外 的 格 点 的 个 数 , 求 FO) + F(2) 


解 RE OA, 的 方程 为 了 
内 的 整数 解 的 个 数 . 


7 和 点 А„(п,я+3). A Сп АВ) ОА, 上 除 端 
/‹2оов). 


_n+3 


З (оа) roO Wapu y= Êr Eom 


n7 


我 们 可 以 把 格 点 A. 分 成 两 类 :第 1 类 是 横 、 纵 坐标 互 质 的 格 点 ,第 2 类 是 横 、 纵 坐标 
不 互 质 的 格 点 , 当 А, 是 第 一 类 格 点 时 (mn+3) 一 1, 则 方程 y=~ "13, 在 (0,) 内 无 整数 


解 ; 当 А, 是 第 二 类 格 点 时 ,n,n 十 3) 二 1, 则 31n, 设 п=3ЗЕСЕЄ N.), 则 方程 变形 为 y= 


ETlro< 3 ,有 两 个 整数 解 . 


所 以 ,f(D 十 /2) 十 … 十 /(2006) 表 示 A, А, 


于 2 。 [2%] 


#2 空间 中 有 一 凸 多 面体 , 它 的 所 有 顶点 都 是 格 点 (每 个 项 点 的 三 个 坐标 值 痢 是 整 
数 ) ,此 外 ,在 多 面体 的 内 部 , 面 上 和 棱 上 都 不 再 有 其 他 整 点 v 问 这 个 西 多 面体 顶点 个 数 的 
最 大 值 是 多 少 . 

分 析 与 解 首先 ,我 们 取 举 标 为 (i,j,)Ci,j,kE (0,1)) 的 八 个 格 点 ,以 这 8 个 格 点 
为 顶点 可 以 得 到 一 个 单位 立方 体 ,而 这 个 单位 立方 体 显然 满足 题 设 要 求 , 故 所 求 的 最 小 
值 不 小 于 8. 另 一 方面 ,每 个 格 点 的 三 个 坐标 按 奇偶 性 可 以 分 为 如 下 八 类 ; 

( 奇 , 奇 , 奇 )( 奇 , 奇 , 偶 )( 奇 , 偶 , 奇 )( 奇 , 偶 , 偶 ) 

CM E. CN FD), CR. E. BE. CR, Rh. ND. 

如 果 这 个 多 面体 有 9 个 项 点 ,由 抽 层 原则 . 必 有 了 两 个 项 点 属于 同一 类 格 点 , 则 这 两 个 
项 点 连 线 的 中 点 也 是 格 点 ,由 多 面体 的 凸 性 知 , 该 格 点 属于 这 个 多 面体 ,与 已 知 矛盾 . 故 
所 求 的 顶点 个 数 不 大 于 8. 

综 上 ,该 凸 多 面体 最 多 有 8 个 顶点 

评析 ”将 格 点 按照 恰当 方式 分 类 后 ,能 够 使 格 点 与 格 点 之 间 的 联系 趋 于 明显 ,将 格 
点 按 坐 标的 奇偶 性 分 类 是 研究 图 形 中 两 格 点 连 线 上 的 格 点 问题 的 重要 手段. 

例 3 (2004 年 克罗地亚 数学 竞赛 题 ) 一 只 青蛙 在 平面 直角 坐标 系 上 从 点 (1,1) 开 始 
按照 如 下 规则 跳跃 :1) 该 青蛙 能 从 任 一 点 (a,5) 跳 到 点 (2a,6) 或 (a,26)1(2) 如 果 аЬ, 
该 青蛙 能 从 Ca,b) 跳 到 (a 一 6,b) ,如 果 “< 一 6, 该 青蛙 能 从 (a,0) 跳 到 (ab 一 0). 

间 , 这 只 青蛙 能 到 达 点 (24,40) ,四 (40,60),@@(24.60) ,图 (200,4) 吗 ? 

分 析 不 论 按 规 则 (1) 还 是 按 规 则 (2) 跳 路 ,青蛙 所 能 到 达 的 格 点 的 两 个 举 标 值 的 公 
共 奇 因子 保持 不 变 . 

解 对 四 .图 ,答案 是 肯定 的 ,我 们 给 出 青蛙 从 点 (1,1) 到 给 定点 的 路 径 实例 : 

全 的 路 径 是 

61.D 一 (2,1)-(4,D-(3.1D)-(3,2) 一 (3.4) 一 (3.8) 一 (3,5)-(6,5) 

一 (12,5) 一 (24.5) 一 (24.10)-*(24,20)-=(24,40). 

Фюв 
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oor 中 第 二 类 格 点 个 数 的 两 人 ,等 


一 1336、 


ا 


(D(2, (4, D(8, 1= ( 16,1 (64,1) (63,10 (62,1) 

—(61.1D-=(60,1)—= 9050,1) (50,2) (50,4)—(100,4)—(200,4). 

HTO O , 答 案 是 否定 的 ,用 规则 (1) 和 规则 (2) 都 不 能 到 达 x 和 y 有 公共 奇 因子 
《大 于 DAC. y). 而 40 和 60 都 能 被 5 整除 ,24 和 60 都 能 被 3 整除 ,因此 ,青蛙 从 点 
1,1) 出 发 不 能 到 达 (40,60) 和 (24,60)。 

例 4 请 设计 一 种 方法 将 所 有 的 整 点 染色 ,每 点 染 成 白色 ,红色 或 黑色 中 的 一 种 颜 
色 , 使 得 :(1) 每 种 颜色 的 点 都 出 现在 无 穷 多 条 平行 于 横 负 的 直线 上 . 

(2) 使 得 任意 的 白 点 A, 红 点 BMA C OTURA) -DUA D, 使 得 ABCD 是 一 个 
平行 四 边 形 . 

分 析 根据 格 点 的 分 类 来 染色 ,使 条 件 (1) 成 立 ,让 А,В,С 各 点 数量 化 ( 标 上 坐标 )， 
根据 平行 四 边 形 对 角 线 互相 平分 及 中 点 坐标 公式 求 出 D 的 坐标 ,应 能 得 到 满足 条 件 (2) 
的 平行 四 边 形 ABCD. 

解 ”设计 如 下 的 桨 色 方法 :把 ( 奇 . 奇 ) 类 格 点 染 成 白色 ,( 偶 , 偶 ) 类 格 点 染 成 黑色 ， 
( 奇 , 偶 ) 和 ( 偶 , 奇 ) 类 格 点 染 成 红色 , 易 知 这 种 染色 方法 满足 条 件 (1). 

任 取 白 点 A(2m 十 1,2n 十 1), 黑 点 C(25.20), 红 点 ВС2р.24- 1). Д mnst pig 
均 为 整数 ,再 设 平行 四 边 形 ABCD 的 顶点 D 的 坐标 为 (zy). 

由 平行 四 边 形 对 角 线 互相 平分 及 中 点 坐标 公式 得 

(Foam +1+25 

|y+2q+1=2n+1+2. 

解 出 r=2m+1+2s—2p,y=2(n+i—q). 

由 此 可 得 D(zvy) 是 ( 奇 , 偶 ) 类 格 点 ,所 你 的 色 也 是 红色 

同 理 , 若 点 日 是 ( 奇 , 偶 ) 类 格 点 ,可 推 得 D 是 ( 偶 , 奇 ) 类 格 点 ,所 染 的 色 也 是 红色 , 故 
这 样 的 设计 方案 也 满足 (2)。 

MS {ERG THR pOr ry (i= 1.2.3.45, ,满足 

GD |z. S2,19, | S2= 1,2,3456, 

《2) 任 何 一 点 都 不 在 同一 直线 上 - 

试 证 :在 以 户 (i 一 1,2,3,4,5,6) 为 顶点 的 所 有 三 角形 中 , 必 有 一 个 三 角形 , 它 的 面积 
不 大 于 2. 

证 明 假设 存在 6 个 格 点 pi ,ps，…,ps REK S= (r. )||z|<2,|y1<2) 8. 
它们 任 3 个 点 所 成 的 三 角形 面积 都 大 于 2, 记 户 一 { 户 p р). 

《1) 若 工 轴 基 有 p 中 的 点 数 小 于 2, 则 由 抽 层 原则 ,z 轴 的 上 半 平 面 (或 下 半 平 面 ,不 
包含 工 轴 ) 至 少 有 户 的 3 个 点 .此 3 点 所 成 的 三 角形 面积 不 大 于 2, 矛 盾 . 故 工 轴 上 人 恰 有 户 
的 2 个 点 ( 因 不 能 有 3 点 共 线 ), 又 剩 下 户 中 的 4 个 点 不 可 能 有 一 点 在 直线 y= +1 Б. 
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如 出 现 以 p 中 的 点 为 顶点 的 面积 不 大 于 2 的 三 角形 ,这 就 证 明了 ,在 直线 
EBRA p 的 两 个 点 . 注意 到 S 的 对 称 性 , 同 理 可 证 :直线 z 一 一 2,z 一 0,z 一 2 上 分 别 有 
户 中 的 两 个 点 ,于 是 ,在 每 条 直线 ?一 21,z 一 210 一 0, 土 1) 上 恰 有 户 的 两 个 点 . 

《2) 户 必 不 能 包含 原点 ,否则 , 因 S 内 纵 、 横 坐标 均 为 偶数 的 所 有 格 点 落 在 且 仅 落 在 
过 原点 的 4 条 直线 上 ,由 抽 展 原则 , 剩 下 的 p 的 5 个 点 ,至 少 有 两 点 落 在 这 些 直 线 的 一 条 
上 ,于 是 3 点 共 线 ,矛盾 . 

因此 ,p 中 在 x 轴 的 两 点 必 是 (一 2,0), (2,0), 同 理 ,在 y 轴 上 的 两 点 必 是 (0,2) 和 
(0, 一 2) ,另外 的 两 点 只 能 取 ( 一 2, 一 2),(2,2) 或 (一 2,2),(2, 一 2). 不 论 哪 一 种 情形 ,都 
得 到 一 个 以 p 的 点 为 顶点 的 面积 不 大 于 2 的 三 角形 ,矛盾 . 


L 无 论 形状 如 何 ,使 格 点 旧 玫 过 形 内 部 及 这 界 上 格 点 总 个 数 >m 十 1 的 最 小 正 整数 妇 
等 于 ( › 
А.4 B.5 C6 D.7 

2. EPR LMA (о. талат. ренятвАнанване о 
А 一 条 B 不 有 在 
C 有 限 条 但 不 少 于 2 条 D 无 穷 多 条 

з. 已 知 直线 /的 方程 为 y 一 xz 十 此 , 则 与 / 量 高 最 近 的 格 点 到 1 HERETO о 

ГЕЦ УЗЕ зуй 2 у34 

A 全 B y с. зун p. 205 


СЕЖЕ ГЫШ, 图 心 在 点 (V2,Y3),r 是 正 实数 , 则 C 上 整 点 个 数 最 多 有 
€ 0M. 

A.0 в! са р. *# 

在 直角 坐标 系 中 ,将 格 点 按 以 下 方法 编号 :(0.0) 是 第 1 号 ,(1,0) 是 第 2 号 ,(1,1) 
是 第 3 号 ,(0,1) 是 第 4 叶 ,(0,2) 是 第 5 叶 ,(1,2) 是 第 6 号 ,(2,2) 是 第 7 号 (2， 
1) 是 第 8 号,(2,0) 是 第 9 叶 ,…( 如 图 7-1). 按 图 中 竹 头 顺序 ,第 2006 号 点 的 坐标 
是 б 

.在 直角 坐标 系 中 ,满足 (zx) 一 1)* Oyi — 1022 的 整 点 (z,y) 有 ^. 


т. 已 知 点 集 Аааа) Весну 0+0 
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> (FHA ANB 中介 点 的 个 数 为 ; ¿l 
8. 设 本 是 平面 中 所 有 格 点 的 集合 ,对 于 整 点 (I,y) uv), i 


当 且 仅 当 |z 一 w| 十 |y 一 v| =1 HERRE A. жа. вета 02 
一 个 于 集 S, 使 得 对 于 每 一 个 点 РЄТ. P 5 P HBR A ФЕЯ OD 
MFS. өл) 
角形 的 顶点 都 是 烙 皮 ,其 周 办 上 没有 其 他 的 格 声 ， 在 
它 内 部 怡 有 一 个 格 志 ,证 明 这 个 格 点 为 三 角形 的 重心 . 

10. 求证 :平面 上 存在 一 个 无 限 整 点 集 T.T 中 任意 三 点 不 共 IN 
нт яжаваая тк. 


(To) 20 G0 


57.2 格 点 的 计数 


ae REB 


一 个 区 域内 或 一 条 曲线 上 格 点 个 数 的 计算 问题 ,常常 采用 观察 法 、 归 纳 法 .整除 法 、 
格 点 多 边 形 面积 等 方法 求 得 . 

略 点 多 边 形 是 指 顶 点 都 是 格 点 的 多 边 形 , 一 个 格 点 多 边 形 的 内 部 有 N 个 格 点 ,边界 
上 有 工 个 格 点 , 则 此 格 点 多 边 形 的 面积 为 S=N+ 


定理 (DRAN /(x) 在 用 区 间 [a,5b] 上 连续 且 非 负 ( 如 图 7-2 所 示 ), 则 和 式 
С СУА аус HR RN TRL, Д е RR Ca, bP 


整数 ,[/(1)] 表 示 ORANA. 


可 офа BO 


图 7-2 图 7-3 
《2) 设 正 整 数 p,q 满足 (p,q) 一 1, 则 
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x [7*]* > 


q ЕУ, 2 = 
= «еттт 
ИШИ An F; 7-3 所 示 , 因 为 (p,9) 二 1, 所 以 线段 OF ERR O 外 肯 无 格 点 , 则 
也 [条 ] 才 示 和 OPF отат. E [> > JRT ADEF AH MT, RN 


ا 


> [> “|+ х [5] у] КЕ ODFE 内 的 格 点 个 数 ， 这 在 数值 上 等 于 | 
Рр 


21|: 

gl 

[21 
格 点 计数 问题 不 限于 是 简单 地 数 格 点 的 个 数 ,在 本 讲 中 ,我 们 还 会 涉及 有 关 格 点 多 


WI HAA у-г ийиб —2 “x 所 国 的 图 形 为 下 , 则 在 图 形 下 内 (不 包括 边界 ) 
坐标 形 如 (2" ,2*) 的 点 的 个 数 有 多 少 个 Gm,nEN.). 

解 交 于 (0,0) 和 (2%% .2") ,点 (2" ,2") 应 满足 Oml, m> 

от 100, т ROSES n FIR 1,2, k — 1, те АС САОНА п H 
жо 99,2#—98,-,&—1,9ИШЗЕЯГ 

$а-з›+ Ë رة وو‎ 19248 

=2401 个 形 如 (2" .2 ) 的 格 点 (mnEN+ ). 
例 2 @ЛАВС 是 格 点 三 角形 , 且 在 人 ABC 的 内 部 只 有 一 个 整 点 (但 在 边界 上 允许 


有 整 点 ). 求 证 ,人 ABC 的 面积 三 


证 明 设 O 为 AABC HHW A. BECCA AB 边 的 中 点 分 别 为 A B,C. 

显然 ,0 RESA BC ARBRE LA, BIC, 的 边界 上 、 

AMH F А,В,С 关于 O 〇 点 的 对 称 点 均 为 整 点 , 则 人 在 人 ABC 内 就 不 止 一 个 整 点 . 

不 妨 设 点 О FERE A,B, 上 或 线段 A,C, E. 

E A: 是 点 A ЖОРА О 的 对 称 点 ,DD 是 平行 四 边 形 ABDC 的 第 四 个 顶点 , 则 A, 为 
ABCD 的 内 点 或 在 它 的 边界 上 . 

MË А, 8 ABCD 的 内 点 . 

因为 A; 是 整 点 ,所 以 A: 就 是 O 关于 半 行 四 边 形 ABDC 中 心 A, 的 对 称 点 一 一 
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ABCD APE — 00% 4 A OA: fü D ERE AD 上 相继 的 整 点 ,所 以 


AD=340. жу 
由 于 A,B,C 地 位 作用 相同 ,所 以 〇 是 人 ABC 的 重心 ,过 口 作 线 4 — 


ВСН WBC, 车 BC 内 部 的 整 点 多 于 两 个 , 则 GH 内 部 必 含有 一 个 不 
IR F O 的 整 点 (这 是 因为 BC EM THEE A E < LBC, M 


OG=OH= 1809Ж. 因此 BC 的 内 部 至 多 只 有 两 个 整 点 ,AB 与 AC 有 同样 的 结 
є. 

总 之 ,在 人 ABC RIF EASE ASS, Wii Ke ЖШ ЕП ЯП 

ЛАВС WERI 


(2) 若 A, fE ABCD 的 边界 上 

与 (1) 类 似 , 可 以 推出 BC 边 内 部 的 整 点 数 不 超 过 3( 仅 当 O 〇 在 B,C, 上 时 ,出 现 3 个 
整 点 ). AB 与 AC 内 部 的 整 点 数 均 不 多 于 1. 

BAZ, SABC 周 界 上 的 整 点 数 生 8, 因 此 


AABC в 8 14. 


ECD, (DEY iE. 
评析 事实 上 ,本 题 就 是 一 个 利用 格 点 多 边 形 的 面积 定理 的 问题 ,于 是 顺利 地 将 问 


Birt iE AABC HRS a ,转变 为 证 明 人 ABC ff) IE E ^ S9. 这 样 就 将 问题 


变 得 简明 清晰 了 , 剩 下 的 过 程 就 是 利用 O 点 为 A 人 ABC 内 唯一 一 个 格 点 的 性 质 ,给 出 
和 人 ABC 边界 上 点 的 个 数 的 一 个 上 界 . 


例 3 直角 坐标 系 中 ,满足 (Dy>>3ri(2)3 关 二 zi(3)7 十 yc100 的 整 点 个 数 有 多 少 
+ 
解 如 图 7-5 К А узлу br Rr +у—10 围 成 的 区 ор? 


城 是 一 个 三 角形 区 域 ,此 三 角形 的 三 个 顶点 为 0(00,0),A(75,25)， 
В(25,75). 
下 面 计算 人 OAC 的 边界 及 内 部 的 整 点 个 数 N 对 AOAC 的 边界 或 可 0 Ç 


内 部 的 格 点 Молл). 当 Om <15 ROSAS, 4 730т<100 MS 


Э 
=š. 


时 ,0 气 n 志 100 一 m, 则 
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Ë [5r] + аон 
( 


z 
1 


3 


-È [3 aja [+ ветры 1. e+ анун Ў аю-и+ 


=Ë + Ë аоо=т+1) 
=975-r351=1326. 
同 理 , 人 OBD 的 边界 及 内 部 的 整 点 个 数 也 等 于 六 一 1326. 
而 线段 OA 上 的 整 点 个 数 等 于 257 
同样 地 ,线段 OB 上 有 26 个 整 点 . 
设 人 OAB АЖ L 个 整 点 , 则 上 全 2N 一 26X2 {л AOCD 内 及 边界 上 的 所 有 整 点 
个 数 ,这 在 数值 上 就 等 于 之 ([100 一 zj1+ D> S01- =5131. 
BUL L+2X1326—2x26=5151. 


评注 RATEIO ОЕА ЕШ ЛОАН PODS А ИСА. 

а Ж PW ODIO T. 

分 析 тү BD uw 8 5 Ж ШЕ Z LLL pl — АЗА АТА 09 ik 
线 的 中 点 也 是 整 点 ,再 分 此 点 在 西 五 边 形 的 边界 和 内 部 两 类 讨论 ， 

证 明 考虑 整 点 的 纵横 坐标 的 奇偶 性 ,只 有 ( 奇 , 奇 ),( 奇 , 偶 ),( 偶 , 奇 ),( 偶 , 偶 ) 四 
类 ,由 抽 履 原则 , 凸 五 边 形 5 个 硕 点 中 一 定 有 两 个 属于 同 -类 型 ,于 是 其 中 点 M 也 是 束 
点 ,由 于 是 凸 五 边 形 , 故 M 在 此 五 边 形 的 内 部 或 边界 上 . 

OOR M 在 此 是 五 边 形 的 内 部 ,此 时 边界 上 格 点 数 了 上 演 5, 内 部 格 点 数 N >> 1, AY JE 
в 521+1х5 

(DFM 在 边界 上 , 没 M {ЕШ P.P, 上 , 因 Р,Р.Р,Р,Р, 是 凸 五 边 形 , 故 P,P, 与 
P.P, 中 必 有 一 条 与 P,P: 不 平行 . 设 P.P. 与 P.P, 不 平行 ,于 是 人 P:P;P,, 人 MP,P,， 


AP, PP, 的 面积 互 不 相同 , 则 其 中 最 大 的 一 个 > 去. 不 妨 设 AP P,P, кеп 


AP, P:P, BAP, P,P, 都 是 格 点 三 角形 ,所 以 Sarr, ar pn S + ,所 以 ,此 时 凸 


五 边 形 的 面积 之 号 + 证 


5 
3 


由 (1),(2) 知 , 原 命题 成 立 . 
例 5 对 于 坐标 平面 上 的 格 点 X, 若 线段 OX 上 不 含 其 他 的 格 点 , 则 称 点 X 从 原点 O 
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可 见 .求证 :对 任意 正 整数 x, 存在 面积 为 r 的 正方 形 ABCD, 使 得 在 此 正方 形 内 部 无 从 
原点 可 见 的 格 点 

EM 注意 到 格 点 (z,y) 从 原点 可 见 当 且 仅 当 x,y 互 素 ,由 此 问题 转化 为 求 一 个 正 
方形 ABCD, 使 得 其 内 部 的 每 一 格 点 (z,y) 满 足 工 与 》 ЖЕЖ. 设 P, ,P,,… 是 一 列 不 同 
的 质数 ,在 mnXn 的 矩阵 M 中 ,第 一 行 的 元 素 为 前 ”个 质数 ,第 2 行 的 元 素 为 随后 的 ”个 
质数 , 依 此 下 去 , 设 m, 为 M 中 第 i 行 元 素 的 乘积 ,M; 是 M 中 第 j 列 元 素 的 乘积 , 则 mm， 
masm, Н Ж.М, „М, M. 两 两 互 案 . 下 面 ,考虑 同 余 式 
1(modm >, 


2(modm:), 


хт —n(modm,). 

由 孙子 定理 ,在 modm mm, 下 有 唯一 解 a(aEN, ). 
类 似 地 , 同 余 式 

у — 1(modM, ) 


= —2(modM, ) 
x= 2(modM E modM, M: M. ЯВ БОЄМ). 


y=—n(modM.) 

在 以 (a,b) 和 (a 十 n,6 十 nn) 为 相对 顶点 的 正方 形 中 ,其 内 部 的 格 点 满足 (a 二 rb 十 5)， 
JE O<r<n,O<s<n, 

下 面 证 明 这 样 的 点 从 原点 不 可 见 . 事实 上 ,因为 a 三 
所 以 ,矩阵 M 的 第 r 行列 的 质数 可 以 整除 a 十 r.6 十 s, 故 格 点 (a 十 r.b 十 s) 从 原点 不 可 
N. 


r(modm,) „b= — s(modM,) , 


例 6 Hab ju ЖЕ Ж. RE: 


[КЕ + 

证 明 如 图 7-6 所 示 , 矩 形 OABC бИ 5 O(0,0),A(b, 
0),B(6,a) 和 C(0,a) ,在 此 矩形 内 部 的 所 有 整 点 (xz,y) 满 足 Sr 
Sb- Lya ЖАТ) (5—1). 


而 矩形 的 对 角 线 ОВ 的 方程 为 > 一 全 7 ,因为 av6) 一 1 ,而 当 z 一 1,2, 一 1 时 ,y= 


1 
49-10-10). 


fe 不 可 能 是 整数 ,也 即 OB 上 没有 整 点 ,这 样 位 于 OB 下 方 的 三 角形 与 位 于 OB 上 方 的 


三 角形 内 部 的 格 点 个 数 相等 ,都 等 于 二 (一 D)(e 一 1). 
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评注 事实 上 ,此 题 与 本 节 开 头 给 出 的 定理 2 相似 ,证 法 也 大 同 小 异 , 都 是 用 两 种 不 
同方 法 数 某 一 个 图 形 F 内 的 格 点 个 数 , 根 据 两 种 计算 方法 得 到 的 两 个 式 子 恒 等 , 于 是 便 
达到 了 证 明 的 效果 . 

例 7 求 平面 直角 坐标 系 中 格 点 西 五 边 形 的 周 长 的 最 小 值 . 

AM 对 于 复 平面 上 两 点 Z 和 7. (就 用 顶点 的 符号 表示 对 应 的 复数 ) 的 距离 为 
12 -24 ,由 于 2 和 Z, 部 是 格 点 , 故 |Z, 一 Z| 的 值 只 能 是 1,2.2,Y5，,…, 然 后 对 整 点 
凸 五 边 形 的 各 边 长 的 取 值 进行 分 类 ,并 对 其 周 长 作 比较 即 得 . 

解 ” 设 此 凸 五 边 形 的 五 个 顶点 依次 为 A ,As ,A ,人 和 As. BERA A, Стоу) ,并 用 
复数 表示 顶点 :A, =r, гу, ,j=1,2,3,4,5. 这 里 i 为 虚数 单位 

il Z, SA A, j=1,2,3,4,5. їй А, =A, WECO Z, 的 实 部 与 虚 部 都 是 整数 ， 
12,1900 12,121), 

(2, +2, +2, +2, +Z =0: 

(DARDE A AA: HAKH IZ |+ |Z,| ++ |Z. |. 

fn EBD 2,,2,у&юЮЖАНЙ -方向 ,又 出 (1) 知 ,若菜 个 Z,, 有 |Z, |+ 
1, Z, 只 能 是 V2,2 5. 

ШЕЕ 中 模 为 1 的 个 数 至 多 有 DEl ti 

如 果 1Z,1 ,12:1，…|Z:1 中 1 的 个 数 恰 为 4, 由 (2) 知 ,余下 一 个 为 0, 与 (1) 相 违 、 

如 果 12Z,1 ,|Z:1 ,12;1 中 的 个 数 恰 为 3,( 若 剩 下 两 个 的 模 都 为 V2 ,注意 模 为 V 的 
至 多 只 有 4 个 :1 十 i, 一 1 士 i, 则 它们 不 会 满足 (2)) ,于 是 ,此 时 周 长 宇 ]+1 二 1+Y2 十 2 一 5 
+. 

如 果 12,1,12:1，…|2:1 中 恰 有 两 个 1, 剩 下 的 3 个 都 为 /Z, 此 时 
周 长 为 1 十 1+VZ 十 VZ+VZ 一 2 十 3VZ. 

其 他 情况 , 周 长 不 小 于 1 十 4 V2. 

而 2 十 3 V2 是 可 以 取 到 的 ， 

JR A (0.0).A;(1,0).A,(2,1).A,(1,2).A.(0,1) (B 7-7). 
MAEHE A,A, A. A.A; 的 周 长 为 2+3VZ. 

综 上 ，, 格 点 凸 五 边 形 周 长 的 最 小 值 为 2+3vZ. 


(02 
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WE шош 


1, 三 角形 三 边 均 为 整数 ,最 大 边 长 为 11 的 三 角形 有 ( ek 


A.32 B.34 C.36 D.40 

2 第 一 象限 的 整 点 (,y) 满 足 тув, R сусв, RARAGA +. 
A.16 B.18 C.20 D.24 

3 在 直角 坐标 系 中 ,以 (199,0) 为 图 心 ,以 199 346685 LF A A Û KO 
‹ IA. 

A.2 B.4 C8 D.16 
4. 由 直线 y=2r 和 直线 工 一 100 R r f N y = f  OAB(O ЖЖ ROA %9 & ⁄ 4 
数 为 
5. 在 1~1000 中 使 二 迷 为 整数 的 数 对 (r,y) 有 对， 


6. 设 平面 区 域 T= [(z.y)|r2>0,y2>0,ry<48), T AHERN %. 

7. 已 如 三 角形 的 三 边 之 长 都 是 小 于 100 жа. LK АВН, МАНЕ 
多 少 个 ， 

в. 求证 :平面 上 存在 不 全 在 一 直线 上 的 2008 BA fE M > M HEK FOE 
ө. 

9 对 于 给 定 的 正 整数 a， 求 证 :方程 十 二 (十 y 一 1) (x 十 y 一 2)==a, 有 且 只 有 一 个 
正 整数 解 

10, 4 M уй E EH Я CpX1994.7pX 1994) 的 点 ,其 中 户 为 素数 , 求 满足 下 述 条 
件 的 直角 三 角形 的 个 数 。 

《1) 三 角形 的 三 个 顶点 都 是 整 点 ,再 县 M 是 直角 顶点; 

《2) 三 角形 的 内 心 是 坐标 原点 . 
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$7.3 格 点 的 染色 、 覆 盖 及 其 他 


2a TRB 


闵可夫 斯 基 定理 i K 50у 平面 上 的 凸 图 形 ,关于 原点 对 称 , 面 积 大 于 4, 证明， 
图 形 K 必然 禾 盖 一 个 不 是 坐标 原点 的 格 点 . 

EM 用 与 坐标 轴 平 行 的 直线 把 平面 分 成 一 些 2X 2 的 正方 形 ,再 将 普 住 K 的 点 的 
所 有 正方 形 平移 到 同一 正方 形 中 , 因 K 的 面积 大 于 4, 这 正方 形 中 必 有 一 点 被 含 K 的 点 
的 正方 形 盖 住 两 次 , 即 K 中 两 个 点 4 天 如, 它们 的 横 . 纵 坐标 值 之 差 都 是 2 的 倍数 , 因 图 形 
K 关于 原点 对 称 ,A 关于 原点 的 对 称 点 为 A, 则 A € К. Во, ,у) АС оу) 
xı ?т, у, — у" n,m, n € Z, RH A Сл. = ys), B А'В' th 8 00 у 
(е) онн 00,0) HF КАЕ OnE K 内 


属 点 的 再 盖 常 常 与 格 点 多 边 形 的 面积 问题 联系 在 一 起 , 它 往 往 会 涉及 "构造 ",* 极 
端 "的 内 容 , 正 是 由 于 这 使 格 点 的 覆盖 问题 兼 具 “ 数 学 性 "与 "趣味 性 ". 

格 点 的 染色 是 利用 "色彩 "极为 直观 地 将 格 点 进行 的 一 种 分 类 (区 分 ). 在 “染色 ”的 前 
提 下 , 格 点 与 格 点 之 间 的 作用 "更 加 明晰 . 


27% 


例 1 求 内 部 只 含 -个 格 点 的 加 的 最 大 面积 . 

证 明 ”如 图 7.8, 以 任 一 格 点 为 圆心 ,] 为 半径 所 作 的 贺 内 部 只 у) 
有 一 个 整 点 ,其 贺 面 积 为 z. HOP 的 面积 大 于 x*, 则 QP 的 半径 大 于 
1, 贺 心 应 落 在 某 个 边 长 为 1 的 格 点 正方 形 内 部 或 边 上 , 记 此 正方 形 
2% ABCD EOP 的 内 部 只 含 1 个 格 点 . 则 A,B,C,D 中 至 多 有 一 点 
在 此 加 的 内 部 ,因而 至 少 有 一 对 顶点 不 在 OP 的 内 部 ,不 妨 设 为 A, 0 
C.R TOP 半径 大 于 1.4A.C 不 在 OP 内 部 , 故 圆心 在 以 A ЖЖ 
心 ,半径 为 1 的 @A 外 ,也 在 以 C 为 圆心 ,半径 为 1 的 @C 外 ,但 是 DA 与 GC 已 覆盖 了 正 
方形 ABCD. 


图 7-8 
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| 


е. т Ай 


Hk O RFE ABCD 内 部 和 边界 上 ,这 与 假设 矛盾 - 

综 上 所 述 ,内 部 只 有 一 个 格 点 的 图 的 最 大 面积 为 *. 

例 2 将 数 轴 上 每 一 个 坐标 为 整数 的 点 或 染 为 红色 .或 染 为 蓝 色 ,证 明 至 少 有 一 种 颜 
色 具 有 下 述 性 质 : 即 对 每 个 正 整数 上 ,都 能 找到 无 穷 多 个 染 了 这 种 颜色 的 点 ,它们 的 坐标 
都 能 被 上 整除- 

证 明 ЯШАВ 表示 红 点 和 蓝 点 的 集合 . 

假设 结论 不 成 立 , 即 A 中 仅 有 有 限 个 点 其 坐标 为 a В.Н B 中 仅 有 有 限 个 点 其 
EIRE b 的 倍数 (a,bE М. ,这样 在 整个 自然 数 集合 中 ,就 仅 有 有 限 个 数 是 ab 的 倍数 ,但 
这 是 不 可 能 的 . 

M3 设 上 是 直角 坐标 平面 的 一 个 子 集 , 定 义 如 下 : 

L=(G1z+2y,59r+15y)|z,y€ Z). 

证 明 一 切 以 坐标 原点 为 中 心 的 面积 等 于 2008 的 平行 四 边 形 至 少 包 含 L 中 的 两 个 
A. 

EM Щ (х.у)=(0,0),(0,1),61,0),(1.1),{# L 中 的 四 个 点 (0,0),(2,15)， 

«41,59),(43,73). 

设 这 四 个 整 点 为 顶点 构成 基本 区 域 F,F 为 平行 四 边 形 ,其 中 没有 其 他 整 点 . 

这 时 , 易 知 下 的 面积 为 497. 

将 下 平移 形成 平面 的 网 络 , 其 格 点 均 为 上 中 的 点 . 

设 平行 四 边 形 P 以 原点 为 对 称 中 心 ,面积 为 2008. 


以 原点 为 位 似 中 心 , 作 位 似 比 为 2 1 的 位 似 变换 ,将 P ЖР" xi BY 
T < 20085022497. 


ПШР 的 各 块 经 过 平行 移动 到 下 中 后 , 必 有 两 个 点 重合 . 


设 这 两 个 点 为 D Cess yi), Di (zı, ys 0, 4} I OAT, ОА; FB, ДР А, Cai sbi)» 
А, Са, „ЬЕ L PRR MC sy) Саз + (Caz sb), 
从 而 (ai аз «bı —b:) = (a, sbi) — (aa 


易 知 点 Drs zy y= y€ POKER H € Ё сау, € 全 ,而 多 是 以 原点 


为 中 心 的 对 称 图 形 , 所 以 (一 mn ,一 wm)E Pam нан, (二 二 
Dz roy: n) € P). 

而 点 Dai 一 az, b) ELHA D FB] + (0,0). 

FAP PEDAL 中 的 两 个 点 . 


йы оз. 


ЖЕ 本 是 的 证 明 过 程 与 闵可夫 斯 基 定理 的 证 明 类 似 . 

例 4 已 知 m,n 是 大 于 ?的 整数 ,考虑 mmXn 个 点 构成 的 矩形 点 阵 ,将 其 中 的 大 个 点 
染 为 红色 ,使 得 任意 具有 两 条 直角 边 平行 于 矩形 的 边 的 直角 三 角形 的 三 个 顶点 是 不 同 为 
TEMAR A MRK. 

解 Б тїї n(n. WB Kí E pi m 一 mn 一 2, 因 为 任 取 一 行 ,一 列 , 则 除 
这 一 行 ,一列 的 公共 点 之 外 ,将 这 一 行 , 一 列 的 其 他 所 有 点 均 涂 为 红色 , 即 为 满足 条 件 的 
情形 . 

下 面 用 数学 归纳 法 证 明 在 m > n 点 阵 中 , 红 点 数 : 

H n=? 时 , 著 红 点 数 为 m 十 n 一 1=m 十 1, 则 必 存 在 一 行 有 2 个 红 点 , 则 此 两 列 无 其 


时 ,车 红 点 数 为 m+ n 
他 红 点 , 另 一 列 最 多 及 一 1 个 红 

车 nk 时 ,在 mxXn 的 点 阵 中 , 红 点 数 三 m 十 4 一 2 个 ,假设 n= 十 1 时 ,在 mXn 虚 
阵 中 有 mm 十 mn 一 1 一 m+ 和 个 红 点 ,由 抽 展 原则 , 必 有 一 行 有 2 个 红 点 ,此 2 个 红 点 所 在 的 
列 中 无 其 他 红 点 ,将 此 两 列 从 点 阵 中 去 掉 , 变 为 mx (4 一 1) 点 阵 中 有 m —k— 2 个 红 点 的 
情况 ,由 归纳 假设 ,此 种 情况 不 会 发 

故 在 mn 点 阵 中 , 红 点 数 

综 上 所 述 ,的 最 大 值 为 m 十 n 一 2. 

#5 设 " 为 任意 给 定 的 正 整数 ,为 平面 上 所 有 满足 十 y< nm,z,y 为 非 负 整 数 的 
点 (zy) 所 组 成 的 集合 ,T 中 每 一 点 (z,y) 均 被 课 上 红色 或 蓝 色 , 满 足 , 若 (z,y) 是 红色 ， 
ТРАГ А r Sry <y 的 点 (zy ) 均 为 红色 ,如 果 ”个 监 点 的 横 坐 标 各 不 相同 ， 
则 称 这 个 蓝 点 所 组 成 的 集合 为 一 个 X 一 集 : 如 果 个 蓝 点 的 纵 坐 标 各 不 相同 , 则 称 这 
个 蓝 点 所 组 成 的 集合 为 一 个 Y 一 集 ,求证 : 

X 一 集 的 个 数 和 Y 一 集 的 个 数 一 样 多 . 


证 明 BEATA но YRARKE s3 пост СОУ 
进行 归纳 证 明 

(DH m=O 时 ,由 乘法 计数 原理 ,二 :三 n! ,命题 成 立 . 

«Фай тоса Dnt SRE. 


而 对 于 四 一 A 十 1, 设 点 P(r,.y.) т. + у, 最 大 的 红 点 之 一 ,那么 ,将 P ВСК 
点 ,由 于 不 存在 其 他 红 点 (x,y) ,x 宇 x。,y 宇 ,因此 ,这 仍然 是 一 个 满足 条 件 的 集合 , 记 为 
TERME Xs. 

HT THEE z— i(0SiS<n— DFI LEK AR а. FE y=j(00<j<n-1 EM 
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对 于 改变 前 的 集合 TA = Саба, — s= CH 5060, =D. 


在 = mm 列 上 , 纵 坐 标 大 于 等 于 y Танау, 个 ,所 以 au еа 
э», б =н x¬ yo а, —b, . 


засаа, = 0= CH, 


因此 ,对 一 切 <m ир. 


Bp 1 二 3, 故 对 m= 十 1 时 ,命题 也 成 立 . 


XE шшш 


1. 内 部 至 少 有 两 个 格 点 的 格 点 多 边 形 的 面积 的 最 小 值 是 多 少 ? 

2. 求证 烙 点 凸 五 边 形 的 内 部 必 有 一 个 稳 点 . 

3, 在 直角 坐标 系 中 作 闭 折线 ,使 折线 的 每 个 结 点 都 是 格 志 , 而 折线 的 各 段 之 长 都 相 
等 ,证 明 :这 样 的 折线 的 段 数 必 有 偶数 . 

4. 在 直角 坐标 平面 上 给 定格 点 四 五 边 形 ABCDE, 证 明 ; 以 其 对 角 线 在 形 内 的 交点 
为 顶点 的 是 五 边 形 ABCDE 的 内 部 或 赔 界 上 至 少 有 一 个 整 点 

5. 证 明 : 平 面 内 格 点 (x,y),z,yEZ, 可 以 用 红 划 两 种 颜色 桨 色 , 使 得 任 一 条 平行 于 
y 轴 的 直线 上 仅 有 有 取 多 个 红 点 , 任 一 条 平行 于 工 轴 的 直线 上 仅 有 有 限 多 个 蓝 点 . 
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第 一 章 整除 


$1.1 整除 与 余数 
了 证明, 由 于 (ad 十 bc) 一 (ab 十 cd) 一 ad 一 殷 十 c(6 一 四 一 (4 一 c)(d 一 信 ， 
所 以 (a 一 c)1((ad 十 pc) 一 (ab 十 cd)) 
又 因为 (一 c)1(ab 十 cd)， 
M ao) | Cad +o). 
ЖЖ аай аа ER RI (a? +ab +1, +ab+ 1) =b +ab+ 


又 由 于 az 十 ab 十 1) 一 (好 十 a6 十 ]) 一 0 一 a 着 4 天 0 
ШЖ УЮ (Б abt) |a), 
m + а5+1<5—а<5, 
AM! 
则 ab FRX. a=b. 
3. 解 :共有 7 组 . 
由 于 是 考虑 被 11 整除 的 问题 ,所 以 可 以 将 原 数 列 改写 为 1,4, 一 
3,—3,—1. 
设 其 前 项 之 和 为 S.。 
MS =S =S,=1.S=S,=5. Я 
这 样 共有 (十 (3 十 C3 一 7 组 数 能 被 11 整除 ,它们 是 S, S.S. S.S. 
SS; 一 S,,S, 一 S;,S, 一 S,, 所 以 相 邻 若干 个 数 之 和 能 被 11 整除 的 数组 共有 7 И. 
4. 用 归纳 法 证 明 :当中 一 1 时 ,515. 
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а Saar 

因为 它们 的 差 2X10",4X10",6X10",8X10" 不 能 被 5"71 ER. 

所 以 这 5 个 数 被 5"*' 整 除 的 余数 两 两 不 等 . 

所 以 ,这 五 个 数 中 存在 一 个 能 被 SEREK. 

5. 证 明 : 先 将 20790 分 解 得 20790 二 2X3X5X7X9X11, 由 6 个 整数 乘积 组 成 ， 

又 可 想到 :在 任 给 i 十 1 个 数 中 必 有 2 个 数 的 差 为 i 的 倍数 . 

设 12 个 正 整数 为 wii 一 1,2，…12). 

易 知 ,这 12 个 数 中 必 有 2 个 数 (不 妨 设 为 asar. В ar 二 ai) 之 差 为 11 的 倍数 , 即 az 
一 al 一 11A sk 为 整数 

在 剩 下 的 10 个 数 中 必 有 2 个 数 (不 妨 设 为 uivai,* 且 as 一 at) 之 差 是 9 的 倍数 , 即 a 
=a EIk ,hs 为 整数 - 

RH RE sas — as = Iks ras а, = Ska заь ~a, = ky sks ski ,ks 均 为 整数 , 

对 剩 下 的 2 个 数 ( 即 an Kan <a BEDRI 个 为 偶数 , 则 

апап баъ а) ба, ау) (а, —as) (а а) = 2k * П * Oky * ТЫ + Sk, * 3ks = 
20790, M(M 为 整数 )， 

ЖЕТЕ 2 个 数 均 为 奇数 , 则 asa 

Ф баз тан) (as =a, аааз 

6. М.а 的 值 为 1. 

09 (2—4) = (а 0) + даа (b= 0) F4be™= (bte). 

Ай а+а>ь +. Ет. 

XAH ala) =b), 

Hota) (b-a) 276—2 "a), 

FR| Otaba), 

EA а,Ь Hh Ж, ИДЯ bta bah ЖЖ, ARZE 2a 不 是 4 的 代数 ,从 而 
bta та 中 惟有 一 个 数 不 能 被 4 ER. 

所 以 2"! | (ba) 2" '|Ф—а), 


2k(k 为 整数 )， 
am 一 ov) 一 20790。N, 其 中 N 为 整数 ， 


ажи O<b—a<b< (+e) 


Rbta<b+e=2", 

АШ?! bta) B btas, 
于 是 6 一 a=2(6 一 2 a), 

?因为 上 是 奇数 ， 
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TER FARK. л=тд+т,0<7<т,® 920. 

如 果 g 是 偶数 ,由 a 十 1 一 Cam 一 1)a’ 十 (a 十 1)， 
BAHD HD, 

但 0<ar 十 1<ar 十 1, 这 不 可 能 成 立 - 

Aka RRR. 

由 ar 十 1 一 (am 十 1)ar 一 (ar 一 D), 并 往 意 (a" 十 D1(am 十 ])， 
我 们 推出 (a" 二 D1(a’ 一 1 18 от, 


即 mln. 
8. ШИЖ а. 2,0—1,4: 3,4,4, 7,0: 11. 


заз as = 44=al—5. 


Ha * a, =4=al 
Miani tansa 
LILLE 

ME R= 时 ,命题 成 立 , 即 au aa a, 
对 于 ==t 十 1, 只 项 证 明 anei баны 
Guta) бам Ждал) =ar Han- 
Sansan 1+ Фама Fan, адаа tal Аа + 4 


ай, —5. 


пам tal ~5 


адам лам. (Запа Handan tal, = 4al, +4an-ian Hah- —5 
«дамама aa -au 十 吗 -, 一 5 
азлам а Hansan- 75 
Hansan а 5, 
所 以 结论 对 人 = 十 1 BKB. 
HU an-ı * Gur 一 一 5 FÊ FEN. KL. 
R (ан-+1)(ан TD San- * ani Бањ ањ 
一 (ou 十 3)(a 一 2). 


所 以 pl lan- 1) бааа 10. 

X Pl (an =2) lani —1)—(ан- +1), 

KA planı + Ds pl lann. 

жирда ЖЕФ. 

9. Rin =ARKEEN. ZA n ЁЙ. 

RERE Giy аа у) (туз, tante taz) Бзд ymi 


+yz.) =0. 
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故 这 3n 个 积 中 ,十 1 和 一 1 的 个 数 相 同 - 
R 23n. 


Зи 个 积 中 ， 

A Aln P n= EN REER, y=. 
=—1,4%#®Е Л 1.9 АКИ). 

йй n=ARCREN, ). 

10. 证 明 : 设 前 2n FH RK S KM Ж ба, sax sa" san sau ЖР Sa Sn, 
ава ај) О.) =1,2,3, 2), ВА ОВ 1Ha 2 +a see 2n— 1а 
2n Fann. 

这 些 和 数 各 自 被 ?mn 除 ,所 得 余数 只 能 为 下 列 2n 个 情形 之 一 :0,1,2,…,2n 一 2,2n 一 


jt 


着 能 证 得 2n 个 余数 不 可 能 全 部 出 现 , 则 问题 得 以 解决 从 正面 解决 比较 困难 ,于 是 
从 反面 考虑 ， 

假如 这 2n 个 余数 部 出 现 , 则 其 和 为 ri 一 0 十 1 十 2 十 … 十 (2m 一 1) 一 2m — n>0, 

此 和 应 当 与 题 设 的 2n 个 和 数 的 总 和 除 以 2n 后 所 得 到 的 余数 关于 机 2n | £ (P bk 
以 2m 余数 相同 ), 这 表明 余数 为 零 . +M. 

П.И. Fa Dl. ЖЖ г.у 使 4z 十 by 一 1. 

由 带 余 除法 ,z 一 09 十 r*O<r<b 

Ф aqty=—s, A] F ar—bs=1, 8 621, Kk 

?天 0, 即 O<r<b, Hi HH fe Оаа. 

12, ROKK b kita f REHN n (n>). RDF # а, a+ (at 1) ter +(a+n 

э=ё, 

їй п(2а+п—1) 432. 

显然 n#2a п 10той2), 0 n.2a + n— 1 的 奇偶 性 不 相同 、 

BA а21,# 2a +n— 120. 

由 于 432=2' + 3°,п< /432<—21, 

ЖИ n TR ж 2,3,4,6,8,9,12,16,18. 

жя KC 3.9.16 н, A n HARER. 

故 解 只 有 三 种 :nsa) 一 (3,71),(9,20),(16,6). 

13. 证明: 证 明 这 连续 的 18 个 数 中 一 定 有 两 个 数 蚌 9 的 倍数 , 且 它 们 的 各 位 数字 之 


和 能 被 9 整除. 


135 


由 于 小 于 或 等 于 20 的 正 整数 的 各 位 数字 之 和 最 大 是 28, 所 以 ,这 两 个 数 的 各 位 数 
字 之 和 只 可 能 是 9,18 或 27. 

荐 这 两 个 数 中 有 一 个 其 各 位 数字 之 和 为 27, 则 只 可 能 是 999 或 1998 或 1989 或 
1899, 前 两 数 均 可 以 被 27 整除 ; 若 为 1989, 则 1980 或 1998 满足 条 件 ; 若 为 1899, 则 1890 
或 1908 满足 条 件 

车 这 两 个 数 各 位 数字 之 和 均 为 18, 虽 这 两 个 数 一 定 有 一 个 是 偶数 ,这 个 数 能 被 18 E 


к. 
а 首先 证 明 : 如 果 ту ЖЕРЙ,» ЕЛЕШЕ ЯЯ m >n M 
Ерани 
zty т +2n+2 

RL S n 可 以 ы йы, 
жй к. Ди тия kG (Om >. 


于 是 ,有 r>ny>n. 
#х=л+4,у=п+4. didim (nym +r. 


RE dedir 均 是 正 整数 . 
因为 (di 一 1)(d; =~ 20, 
所 以 (di +4) 1+4,4,=1+ Fr. 


>0,е>1,ж Ж >h 
又 因为 对 于 任意 的 ASOD AFET: 


EHA Ftd, +d) 
zty di Fd; 


r 
"tita Fd 


Snt F FIF 


1 
Snt EFFE 

SARH т=л+1,у— п tnt Ж yn Hm tnh И}, КАЖ ЮЛ. 
根据 已 如 条 件 ,存在 正 整数 pg Ө (C —с+1)= раб.а+В= (с +1). 


ED pgb ху 
CH atb т+у' 


ЖФ z= pqary= pab, В с ><. 
因此 ,由 前 面 证 明 的 结论 可 得 
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ect) 


=> >< 1+ 


1 
zty” 《Ce 一] 十 2(c 一 D) 十 2 etl 


жей Ж г=с,у=(с—1)'+(с—1)+1=ё—с+1җйх=с—с+1,у=‹с. 
HFe § e? —c+1 É Ë, z= pqa,y= роь, p=, 
жасо атов. 
15. 解 ! 因 为 792 一 8X9X11， 
所 以 ,数字 137y45z 能 被 8.9、11 É F. 
由 81137y45z, 知 8145z， 
而 50 十 = 一 448 十 (z 十 2), 因 此 81(z+2),& z=6. 
© 9|13zy45z, 
知 91(1 十 3 十 z 十 y 十 4 十 5 十 z)， 
而 1 十 3 十 z 十 y 十 4 十 5 十 = 一 工 十 y 十 19 一 18 十 (zx 十》 十 1)， 
因此 ,91(z 十 y 十 D)， 
Җт+у=В & 17. 
由 11|Ї3ту4бе 
知 111(6 一 5 二 4 一 ?十 z 一 3 十 D)， 
而 6 一 5 十 4 一 ?十 z 一 3 十 1=z 一 y 十 3， 
RH х—у= ~3 或 工 一 
此 时 ,有 两 种 可 能 : 
(DF riy 为 偶数 , 则 r 十 y 一 8 且 工 一 y 一 8, 从 击 r=8,y=0% 
(DF arty 为 奇数 , 则 十 y 一 17 且 x 一 y 一 一 3, 从 而 х=171,у=10 k + W k. 
所 以 ,唯一 的 正 整数 解 为 1380456. 

51.2 最 大 公 因 数 和 最 小 公 倍数 


+atb Ф 


Luma Tel 
(a,b) = dl) d’ lab. 

ваа +b), 

BOR ,d* | (a+b), 

FE а+ь>а', /а+Ь>а, 

ба.) /aTb. 

所 以 a 和 的 最 大 公约 数 不 超 过 VG 十 b. 

2. 证 明 ; 由 于 (avb) 一 1, 故 az 十 by 一 上 дж Су). 
我 们 不 妨 设 0 和 +<b, 这 祥 , 当 nab 一 a 一 各 时 。， 


—ar2ab—a—b—ar 
Zab—a—b—a(— 1 
=b. 

故 3>> 一 1 也 是 非 负 整数 . 

# n=ab—u—b h БВА ИС.) ав (r+ Da +(y +0, 

& aly +Db, 

因为 fa 一 1, 所 以 al(y 二 1)。 

因为 ?十 1>>0, 故 у+12а. 

MM с+1>». 

于 是 ab 一 (z 十 Da 十 (十 D)63ab 十 ab 一 2a6. 


RNA by 


KERIME m 的 ) 不 同 约 数 


Ж 2-1<kS<m B, h ERÈ = DHr Ora 

Ма, b FW LEET TETE E 2789 T HL f ESTEE TESTE 可 
R Hm= (2" 一 1) 的 不 同 约 数 之 和 (这 些 约 数 与 表示 的 约 数 显然 不 会 有 相同 者 ). 

АЖ а, = (100-1006 +1)›. 

MK dl OOF) „а. 10100 +D, 

ида, | (100+ (+ 10*— 100 î) 

Wm dl n+ D. 

REA 201007) =я62и+1)+200—я. 

Ид d, | (200—n) „а. 10Сн+ 19202000). 

W а,1401, 

所 以 14,401. 

X й п=200 时 ,有 1004" = 100 200° = 100 • 401, 

100+ (+ 1)* = 100+201 =101 + 401, 

所 以 中 能 达到 401. 

即 (do 一 401. 

S.B M dEN C.C sC HA HR d kB CF = Ci = C.C = 
a a Cir- 1 二 Chis 一 Ct :的 公约 数 . 

同 理 ,df 也 是 Cs 

HARR 
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如 此 把 继 ,d 是 C 的 约 数 ， 

Cr4s 的 最 大 公约 数 等 于 1， 

人 .证 明 : 据 题 过 ,对 任 给 的 正 整数 上 ,有 
@‹л›=[н,я+1,л+2,--,+Ё] 
QOn+1)=[n+1,n+2,n+3,--.n+k.n+k+1] 
设 i=[n+1,n+2,-- nk], 

M AMin] Qn n+], 
EHR л=р(#+1),рЖК+Ё+1ИЖ&. 
EAMEL] QHD HDHD], 
W QD) = [pm], Qnt D=[m, p+1] um 
显然 ,由 于 p>k+1 R pp 是 质数 , 则 р 5 п+1.п+2, 


"十 下 都 互 质 ,而 p 十 1 为 偶 


所 以 有 Фо) = pm.Q(n ко<"Ф+р, 


М рт 11) т, 


E Q(n+ <: 


故 原 命题 QOn 二 1)<<Q(n) 成 立 ， 
T Wik 100 DEREK ar ,az，vam 的 最 大 公约 数 为 df, 并 令 а =da',(1S<j<100. 
由 于 a 二 az 十 二 qm da, +a ta") 
=101101 
一 101X1001 
FA a sass o FI EBE 1, 从 而 ai 十 as 十 … 十 am 之 1X99 十 2 一 101. 
从 而 4<1001. 
另 一 方面 , 取 al 一 az 
101101. 
Җ(1001,1001,+,1001,2002) = 1001, 
所 以 aivar，…veano 的 最 大 公约 数 的 最 大 可 能 值 为 1001. 
8. 解 : 设 (4m+5,7n 十 6) 一 d>>1, 风 
dl (4nt5) ,dl (7nt+6). 
从 而 d1(7n 十 6 一 (tn 十 5)) 一 3n 十 1 
d|((n+5)— (nD) =п+4, 
4\|‹‹за+1)—2(я+4))=я—7, 


ртн), 


= "таз = 1001.4 = 2002. £ FH Ж Ж а + ar + Бао = 
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d| n+ = a=. 
因为 11 是 素数 , 则 d 一 11. 
it п—7= 114.8) 
Опе ПЕТ 50, # @ k—0.1.2.3. 


а. [arb ]=a+bte ЖЖ. 
‚в ЕЖЕН Ел, TER 


сас Зе, 
因为 [ebpvc] 是 < 的 倍数 ,所 以 有 [a' 


‹1=2‹. 


于 是 ,a 二 0=cv[avbvc] 
X b| (2a+2b) ,所 以 加 2a. 

M ab И Ба k. b= 2a, 

WR b=a, H с=а+6= 2а. 8 й .Га.6.с) = Га:а.2а] 
fk а+Ь+ста+а+ а= 4а. ЖЖ. 

MR Б 24.0 с=а+б=а+2а=3а. 

Бс] = Са,2а,За ++. 

,满足 题目 要 求 的 三 元 正 整 数 形式 为 (a,2a,3a)(a 之 1). 

10. Ж.С бар+ late +02) (a +b+O ба +в +e), 
则 (atbto) 1а 6+0) а tci] 
WCatbte) | (2abt 2be t+ 2ca). 

Catbte la? +6 te тарс сауа +b +e — Заб. 
Katoto) Заре. 

HRRK PAR p° (at+b 二 cla 之 1)( 记 号 用 见 本 书 第 18 页 )， 
BRE р>5. A plabe, 和 不 妨 设 pla. 

因为 pl2Cab+ be 二 ca), 所 以 plbe. 

不 妨 设 p15, 因 为 pl(a 十 6 十 c), 所 以 ple. 

Ж pl Carb. ЕЖ. 

М p= 2 3. 

й atbte=2" X3" (m n>0). 

# n22,M 3a 6+) „Заве, 31 Сар 6с са). 

HER THEY 3| abd f W. 

É n=0 ñ 1. 

设 ae 十 6 十 < 


a+ 2b, 


kGk=l 或 3), 则 27 fabe, 
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因为 (a,b,c) 二 1, 不 妨 设 a NHR. 

又 2 1(a 二 6 十 c) ,不妨 设 台 为 奇数 ,c 为 偶数 ,所 以 2" |c. 

由 2"|(2ab+2bc+2ca), R| 2" |ab. 

从 而 ,mm 一 0 # 1. 

又 a 十 6 十 c>3, 所 以 ve 十 6 十 c 一 3 或 6. 

分 别 验证 得 ,(avbvc) 一 (1,1,1) 或 11，4). 

(DBR a +h +e = (аЬ с) Сат БЫ He) (abibcica)(at БЫ? + 
172) Жабсба +b" +e?) Ф 

Ж (а+5+ e) | (a HE q O (a Ыс) аз В +e 

# n=2007 代入 式 四 得 

ба Б, а? Ы Fe), у ЯЕ. 

故 不 存在 满足 条 件 的 (avbvc). 


$1.3 素数 及 算术 基本 定理 


1 证 明 : 设 di 是 nn 的 一 个 正 约 数 , 则 d: 也 是 的 一 个 正 约 数 . 


ЖЖ тіпа sdr} Yn. 

把 mn 的 所 有 正 约 数 两 两 配对 ( 当 n 为 完全 平方 数 时 ,Wn 浴 外 ), 从 而 正 约 数 的 总 个 数 
FM tn + /n=2 /n. 

2. 解 :由 于 10 个 连续 正 整数 中 必 有 数 被 2 ,3:,5,7 ЮЖ. 

所 以 n=2% + 35 59 + Te б Пее Д Ф за 23,4, 22,0321,а,21 

Ë T n f E E #1 @ Ж (а, +1)(а, +1) = 144, 

Mla +1)‹а; +1)(а,+1)(а,+1)24+3+2+2=48, 

FER Са, +1) ба, 1063, 

所 以 至 多 有 一 个 mi 25) 35 Ef. E a, 只 能 为 1 或 2. 

考虑 方程 (ai 十 1)(az 十 (as 十 D)(as 十 1D)(as 十 1) 一 144. 

关于 а,223,а,22,4:21,а,21,а.=1 或 2 的 所 有 的 解 ,并 使 n 最 小 ,由 此 可 得 4 


a =5,a,=2,a = а= а: 


10880, 


即 ooo 
зж а r Жарт). Ф 
FH гі. 


因为 g 是 素数 ,因此 只 能 有 工 二 士 1， 
š x= kq, HOR 
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“ш 


11, 这 是 不 可 能 的 (因为 g 是 素数 ). 
当 z= 一 1 时 ,有 +g+1=0, 这 也 不 可 能 
# r=1 时 ,由 们 式 得 p=g 十 1， 
因为 p,q 都 是 素数 , 则 р=3,д=2. 
4. 解 : 若 2p+1 是 自然 数 的 方 守 , 即 2 户 
则 m 3 3 8. 设 四 一 24 十 1, 则 有 
2 证 1 一 (2 十 D)"， 
从 而 2 一 2k，A, 其 中 户 是 素数 ,A 是 大 于 1 的 整数 
m p=keA, 
窗户 是 素数 可 知 , 一 1, 因 而 四 一 3. 
М 2p+1 
由 p<1000, R| 372001, 
而 不 超过 2001 的 3 W W UW 3.3°.3',3*,3°,3* 代入 人 D 式 到 个 计算 可 得 , 仅 有 2р+1 
=P p HER. 
此 时 p=13, 
即 符合 省 意 的 素数 仅 有 1 个,p 一 13. 
З. 6 ж а, заз наз а, заз sas. 
着 题 设 不 成 立 , 则 可 设 
= 


Ф 


Сага, зауза, чаз) dı „ба заз зазначае) =d;, 


Саз sa sas vas зак) = 4 „баг заз vas sas sa) = ds 

Cas sas vas vas ra) = d; „баз заз vas vas aD = di » 

其 中 必 i vda vd disd; sdi W M E Ж. В ас 20,6). 

жй d 42452402424, ,那么 

a= bhd,d,d,d,d, =b, X3X5 X7 X11 X 13=15015 * 62210000. F M ! 

BERETE. 

K di ааа sds sds 中 必 有 一 个 为 1. 

即 从 任意 6 个 互 质 的 四 位 数 中 能 选 出 5 个 数 是 互 质 的 . 

6. 解 :由 条 件 (1), 设 a=75k(k€ N). 

因为 35 一 55。3,* 所 以 一 5 + ЗА. 

Xü = P # p G=1.2. m) са 为 非 负 整数 . 

HRAD n 的 素 因 数 分 解 中 ,素数 指教 应 满足 (* 十 1)(! 十 1)(ei +e 十 1)… (an 
+D=75. 

因 其 指数 为 2,4,4 或 2,24 或 4,14. 为 使 nH 最 小 ,显然 为 mn 二 57。 
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тж тт 20—480 

7 证 明 : 设 是 与 集合 S 中 任何 一 个 数 都 不 互 质 的 最 小 正 整数 (这 样 的 数 是 存在 的 ， 
事实 上 ,因为 1 攻 S,S 中 所 有 数 的 乘积 就 与 S 中 任何 数 都 不 互 质 ). 

在 中 的 所 有 质 因子 中 ,每 个 质数 都 是 一 次 村 的 ,否则 ,就 不 是 具有 上 述 性 质 的 最 小 
数 ,由 于 数 n 与 S 中 任何 数 都 不 互 质 ,由 题 中 条 件 知 , 存 在 YE S, 使 得 (5ym) 一:, 因 此 ,lm 


RPE HEDRE FR ріп RH n HERA ETR RRLES E 
ж (р) тА, p А 


但 数 TBA 的 任何 其 他 质 因 于 整除 (因为 这 些 质 数 都 整除 如 ) TTE E 


GOSPODY. 

8, 证 明 : 因 为 p, 是 不 小 于 5 的 素数 , 则 p, 仅 可 表示 为 k 士 1 型 (KE N+ ), 于 是 

pf 1 36А +12k=12k(3k+ 1). 

Ë T k fe 3k+1 ИЕ Е, EDERA, FE р - lk 24 整除 ,从 
H pi Fp te tpi 一 24 能 被 24 ЖЖ. 

E pi tpi HF pii ER 24 整除 

.证 明 :用 数学 归纳 法 证 明 . 

MENEER n PER- nA A ES 整除 ,其 数字 均 属于 集合 {1,2,3,4， 
5} 

显然 ,A, 一 5,4: 一 25. 


MRA, 已 定 , 设 及 一 全 , 则 n+ RFT, 
5" ER, HER BOC Ci 能 被 5 ER. 


С. 10+EC 


由 归纳 假设 得 

ee B.. 

Bk Ca C.C, =5*(2*C.,, +B.). 

当 且 仅 当 2Co +В, 能 被 5 整除 时 ,该 数 能 被 5 整除. 


因为 (2",5) 一 1, 所 以 2r 十 6==0(mod5) 在 集合 11,2,3,4,5} 中 有 唯一 解 ,其 中 中 E 
N. b€ N. 

10. 解 : 若 n 一 p9. 其 中 户 .g 为 不 同 的 质数 , 则 其 大 于 1 的 因数 为 papa A S M k 
EMM Б.р 和 9g RARE. Hp Rao 互 质 ,不 满足 要 求 - 

# n= p". tt p АЖЕ E É ЖК m22, Pl X. £S B $ n К T 1 的 因数 帮 在 一 个 图 
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上 ,任意 两 个 相 邻 的 因数 都 不 互 质 . 

# п= рт aR рурат рь отот; 
Bf ,тах{т,,т}>1, 

设 D.=(a|d|n, B 4>1}. 

首先 ,将 mpips pp Pi р RM t k £ Ш L. n f pp 之 间 依 任意 的 次 
序 放 入 D. 中 所 有 以 户 为 最 小 质 因数 的 正 整 数 (不 包括 pp) £ рур: fo p.p 之 间 , 依 
任意 的 次 序 放 入 D, 中 所 有 以 ps 为 最 小 质 因数 的 正 整数 (不 包括 pop) 1 继续 以 这 种 方法 
放置 ,最 后 ,在 -tps 和 nn 之 同 , 依 任意 的 次 序 放 入 popie ph TED 中 的 所 有 元 
素 恰 被 放 在 圆周 上 一 次 , 且 任意 相 邻 的 两 个 数 有 一 个 公共 的 质 因数 . 

因此 ,这 样 的 安排 满足 要 求 . 


т HEEK, HA>? 或 类 一 2 


я-ж БЖ 


521 同 余 的 概念 和 定义 

LA WE: A 56 ASIg45687” X9<77771X9X4= 279972 

B<1+5X9=46, 

С<з+9-12. 
X C=5(mod9),C€ N. ,所 以 C=5. 
2.C 提示 ,104 一 4X29 一 12， 
所 以 1042% == 12: (mod29) 

=144™ (mod29) 

(29 X 5— 1)" (mod29) 
С l (mod29) 
=28(mod29). 


3.B 提示 :2006! 的 末尾 的 0 的 个 数 即 5 的 指数 ,而 Ls (20061) 


[D] Г]. 
4B Ж 
所 以 2005!! =1 X3X5(mod8) 

==7(mod8). 
而 125==5(тоа8) ,375=7(mod8) 
625=1(mod8) ,875=3(mod8) 
S.B 提示 :p,p+10,p+14(mod3) 


(2R +1) + (24+3) 。(2k 十 5) + (2k +7)=1(mod8), 
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=p:p+1,p+2(mod3). 
又 户 为 质数 ,所 以 
Xp=3 是 满足 要 求 的 
6A 提示 :车 pla. 则 p|. 
# а. а! = (at) 

=F 

b”! (modp) 

Ха" (mod) Ф ЕЖ), FM! 

7.1419 提示 : 易 知 p 三 1,7,11,13,17,19,23 Ж 290 то430). 

所 以 pt==1 或 19(mod30). 

X p=31 时 ,p* 三 1(mod30)， 

p=67 h , р? = 19(mod30), 

8.179 提示 :由 题 意 ; 

dl1417 一 1059 

4|2312—1417 

所 以 dl2X179,d15X179， 

所 以 d|(2X 179,5 X129). 

所 以 41179, X 421,179 为 质数 . 


ee 


9.0 提示 :3333 王 1(mod7), 所 以 3333" =1(mod7), 
8888==5(mod7) ,所 以 8888" ==5° (тойт) = — 1(mod7). 
M 8888 = —1(mod7). 


a+ 


10.14 р 提示 :如 果 (ats. FE ) >l RJAR qlr. M ga 十 ,所 以 as 一 人 


тод). 
и аьа! 


а" ' (moda) 


X фіа+Ь. а.) = 1.90 qta Pt дір. 又 户 为 质数 ,所 以 gq 一 记 . 
Дер. 022.9 e 

аы 
atb 


+ a! (modp? )=0(modp*). 
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= 


所 以 р|а>р|5 FE! H а= 


11.41 
提示 :2 一 [3 一 291.3 一 |3* 一 21， 
5=|з3#—2|,7=|з—2'|, 
11=13%5—21,13=|з'-2'!, 


з3'—2',19={—21, 
23-13-2 |,29= |31 2° |, 

3-2 |,37= 13—241. 

再 只 需 证 不 存在 m,nEN, 满 中 41 二 |3" 一 2"|( 分 两 种 情况 讨论 ). 
12.6 

Рр 


10 пой?) ,a 2220 mod?) , 
аз 21 +12=5(той?) ,a,=6(mod7), 
аі5=6 (той?) „а; =0той7), 
ау 6 (той?) .a,*=1(mod7), 
ay=2(mod7). 

ЖОЙ a.+ı ma, (mod?) , Pf BL asa: 


13 ENN AF lam 


ramsa a, =6(mod?), 


1(mod5)=4(mod5). 


l(mod2). 


Аў! la =o, |= Ba, +b, modz: 


жаў, b,|=9(mod10). 


MAMAS ab REK 9. 
14. 提示 :对 用 数学 归纳 法 . 

15 证明,(1) 因 为 为 质数 ,nla* 一 1 
СЕТУГС 
结合 四 知 mla 一 1，, 即 (modn), 

X а*—1=(а—1)(а'+а7*++=++а+1), 

而 a"! Бат +a+l=1+1+--+l1(modn) 


1(modn), 


0(modn). 
nla—1, п | (a— D(a ат +a +1), 


HL rsla? 1.9 rla?—1, 
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同上 知 rla”' 一 1 结合 @ 知 rla' 一 1， 

所 以 mn 一 1 一 Car) 一 1 

рау + (аэ i+ +a, 
B b rlam? HaT? +--+а'+1,г|а—1,Ж rla 
MA ?\а"—1,Х(з)=1,Ж rs 1а*—1, m la" —1. 
又 满足 m 一 rs( 其 中 r,s HERRED Hn BRAES. 


所 以 (2) 得 证 

52.2 RR NR HAR 
1 路 
2. 解 ; 设 A=(1,2,-,m- l,m}, HF dlmsdEN,. 


设 与 d 互 质 的 不 大 于 d ЕВ N asa n i a tanan 


Fero з Phm HRKSBRN THERE ER. Sd ат 的 所 有 约 数 时 ,学 也 


Rm 的 所 有 约 数 ,于 是 :中 每 个 数 在 各 pld) 中 算 且 仅 算 了 一 遍 . 
жй = р) =m. 

3. EMIR а—31—2.6—31—3 (01,2, 

аан =3#—2+36+1)—2=64—1 Ф 

a, +6,=31—2+31—3=61—5 Ф 

® 

ж 


зл), 


ЫЫ 31-3300) 3601—10 +36 

加 .四 ,图 三 组 数 对 模 3 不 同宗 ,因此 机 3n 也 不 同 余 , 亦 即 任何 来 自 不 同 组 的 两 个 
被 3m 除 所 得 余数 互 不 相同 . 

下 证 周一 组 内 任何 两 数 模 3n 互 不 同 余 . 

事实 上 ,车 存在 p.q 1<р<ф<п,## 

6(p—l)+r=6(q-1)+r(mod3n) (r=1,2 Ж 3k). 

则 6(р— 4) ==00пойЗн). Й п|20р 4). Zn ФФ, ЯД рт. Ж! 

ЖЕМ fr R 2n а, аг + 为 符合 题目 要 求 的 2n 个 整数 . 


З.З: m=17p.n=17q.3 F ij€N,p.q€N..(p.17)=(q.1))=1. 
下 面 证 明 :p 一 g. 

设 рро 的 情形 可 作 类 似 讨 论 ), 由 于 (p,17) 一 1, 由 和 孙子 定理 知 存在 aE N., 
—1(mod17). 
+#Жа=17#—1(®Є М.) Е(17Ё—1,т)=(а,17'р)= p. 


147 


FR FE T(a,17)=1,B%6 BL (17k 1.) =(17k—1,17q)<Cq< p. 而 这 与 (17K 一 
l,m)=(17k-1,) #1 所 以 户 一 9- 

故 存在 某 个 LE 也 ,使 得 Toen 

6 证 明 ; 采 用 反 证 法 . 设 这 三 个 数 均 为 完全 平方 数 , 则 可 令 

24—1=1,54—1=у°,134—1=:°. 

从 2d 一 1=x?* Wir? ЖЩҖ,Е ЛЕ МАКИ УИ 8 除 余 1, 故 可 设 三 一 8 十 1 


2d 一 1 一 8 十 1, 所 以 d 一 多 十 1, 所 以 d ЖЖЖ. 
*,134—1=:* 知 y,z 均 为 偶数 ,两 式 相 减 得 18d 一 
о, 2d=(v—u) (v+u). 

由 于 v 一 uw уои 具有 相同 的 奇偶 性 . 又 2d 为 偶数 ,所 以 2|u—u, 2 v+u, ЫШ 4| 
2d ,所 以 21d, 这 与 过 为 青 数 矛盾 1 


刀 均 有 (mk 一 1) 一 1, 由 孙子 定理 ,存在 加 得 


b,=k(modx). 
Жа=1,# Жа, te, TEZDA n RH RK, И b =o (k—l)=Əma(k—1) 
(mod), 


(1) 首 先 证 明 a 一 0 B k=1,2,.n— 1 时 va 天 ao 

这 是 由 于 a (n—1)Œb,=Œn(modn) ,a, = 1,4, (6—1) Стон). 

《2) 其 次 证 明 ага, 11А. 

Ф # a =a, =a* 则 

а Dk=lk(modn) „a, #—1)/+=/Стойн). 

W a(i- 1)k—a, (k—1)1=0(modn) , f BL (k— Das=0(modn). Ф 
Хп М‹а,л)=1.(#—1,т)=1. 
MADR F УЖ. ата. 

(DRE а,#1,1<#<п, F Rl bp a =1, | b= 
BUEH asara wa 互 不 相同 , 且 

{a rarse an) = (0,1,2, -1}. 

下 面 证 明 上 述 排列 是 符合 要 求 的 
事实 上 ,由 ai 一 1vaiar…a- 一 0, 当 


aa, =] * asa," 
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“modn) 

206—104, (тойн) 

(modn). 

因此 азаа raa "a, 被 十 除 的 余数 集合 为 11.2,3，,4 
$2.3 KHER REBER MAREE 

L Wika =4 提示 :一 方面 取 m 一 n 一 1, 则 上 一 14. 另 一 方面 , 设 k= 19" — 5". 

模 2 *[ jp k=0(mod2); 


n—2,n—1,0). £ k. 


ЮЖ 6, В 19 得 5"=13(mod19)it Ж + С h 5',5' 分 别 


同 余 于 5,6,11,17,9,7,16,4,1(mod19)), 所 以 14. 


结合 两 方面 知 大 的 最 小 值 为 14. 

2. 证 明 : 由 于 1,2,3，…vm т ЖЖ. 

又 (2,m) 一 1, 所 以 2X1,2X2,2X3,…v2Xm &Ж# m MRR. 
MŠ = È ФЮстодт). 

M ml (=D Ë, от, —1)=1,Жй ті 
KERDE Htm E m 的 倍数 

3. W: n223 时 ,由 1000|1978" 一 1978" ,得 
1251197877" —1, X 1978=15X125+103, 
所 以 1251103"… 一 1, 所 以 251103"… 一 |. 

所 以 2513"… 一 1 

记 灵 一 0 一 二 则 :2513' 一 1( 有 显然/ 为 偶数 ,否则 易 知 3 —1=+3—1 


4 或 2(mod5) 巴 


vil l= 2a, 
则 25191,3 9—1 = 二 (10 一 D* 一 1 
= C510 D 1100—1077 6С 1)" — 10 той25) 
=10а(—1)°°'+(—1)°—1(то4й25› 
显然 a 为 偶数 . 
所 以 外 一 1 二 10a( 一 1)(mod25). 


所 以 5la, 又 a 为 偶数 ,所 以 101a- 
Ж а= 106,00 1=20Ь. 
所 以 103' 一 1 = (1004-3) —1 
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1100 + 3*71 + 3*™*— I (mod125) 
i" — 1 (mod125) 
10—19™ —10той125) 
З * 10° —Cl,, 10(mod125) 
=— 100% mod125), 
ЯД 516, ЯД 120622100. 所 以 m+n =1 + 2n 106. 
¥ m=103,n=3 ЕҖ R S$ S. 
# п< 2, B ts 811978” — 1978°-—>1000}1978- — 1978", Fi bl m+n 的 最 小 值 为 106、 
和 证 明 :(]) 当 w 王 0(mod2) 时 ， 
19 + 8"+17 =19+17(mod3)=0(mod3). 
(2) 8 n=l (modh) H „ik n=4k+1. 
19 ۰ 8*' +17 =6X8X 64” +4(mod13) 
=48+4(mod13)=0(mod13). 
(3) 当 ns3Cmod4) 时, 设 n=4k +3. 
19 + 802 + 17 =4 X3 X64* + 17(mod5) 
=3+17(mod5)=0(mod5). 
SMM nA 时 , 设 户 是 的 最 小 质 因数 ,显然 p 为 背 数 ,pl2" 十 1, 所 以 р|2"—1. 
Apl ( 费 马 小 定理 ), 所 以 p2 ~1, 
Хп, р) =, p27 — 1,83 pl3=>p=3. 
n= + m(k€ N, ),(3,m) 
k2>2 对 ,38128 "+153 |2 


对 于 2635 m. 
С.з С 


HL ССь. „37109 "=", 
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ж. 


2,5 


УФ Ср.2) = (р,5) = 1. b ЕА. 


BOL La (Ch AOD SRH E LDR a 的 标准 分 解 式 中 质数 户 的 指 


т * З°°' (mod3*'*)#0(mod3**)., 


ҖИ 2 =+ 1 =C. n + З(тпойз'' 
ЯД k=l PÈ n=3m(m A RR). 
KZA Д m>l ikg Am 的 质 因数 ， 
М 925.412" +152412" — 1.412" 1—1, 
СОР Ë 
ЖИ q|2'—1=>4|63, X 423.90 q=7. 
ЖШ т\8"+1ЖЯ Ж! 所 以 ms3. 

经 检验 m 一 1,3 满足 要 求 ,天 2. 

所 以 满足 要 求 的 nn 为 1 或 3. 

6 解 :C1) 当 poq 中 有 一 个 满足 a15 一 2 


Wq) fü p15? 一 2*,p 显然 不 为 
=2'=1(modp) ,所 以 p|3=>p=3. 

X p g|(8 一 27)(5" 一 2 ,所 以 3019X13(5" 一 20 ,所 以 4 一 3 或 13. 

所 以 此 时 满足 要 求 的 ( 户 ,9) 一 (3,13) 或 (3,3) 或 (13,3). 

(2) 8 p45 — 2e „ф\57 — 29, И 4e р|5°—2',д15°—2*. 

FH р24, 415—2", Ф 
X p2q. (р.а =l Hh RHEE. HE €N... 

满足 pu 一 (9 一 1)v 一 1, 由 四 得 : 
4|5^—2”,Ю 4|5'* ie 
又 易 知 5 二 29 =] mody), Ff b ql 5 —2->q=3 与 q45" 一 2" ЯШ! 
ЖЯ ЕЖ Срд) 二 (3,3),(3,13) 或 (13,3). 

7, 证 明 !( 用 反 证 法 ) 假 定 存在 四 E N. ,满足 palm” "1, т.р) = (m.q)= l, h Ж 


pim tI pm +m, 


2, 


又 由 费 尔 马 小 定理 m = 1(modp), ff OU pm! +1. 
Ra t e alkEN, (2,4) = 1), 
FÈ pm” р (mo =1. k LE m # р BRN 112077, 9 2, Il 


所 以 РИФТ) RAIE, 

R PIM IRRD FEED, 

ЖИ? p1 it р—1=2' + 8,0 >k. 
Хіт? '+m ‘qlm '+1, 

同 理 有 2419 一 LA>t 与 7 二 巴 盾 ! 
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кк AR 


原 命题 得 证 - 

8. 略 (本 题 是 例 5 的 特殊 情形 ) 

9. 解 ! 我 们 称 ， 具有 性 质 了 ,如 果 对 所 有 与 ER ER a.b a=blmodn) 8 R fx 5 
ab 三 1(modn). ЖЯ л R E T RI S fr f ttt Ra E2, # (ал) 1,M a= 
(mod). 我们 将 证 明 : 若 ， RAE E TR n E RR KFA HE ORT. 

事实 上 ,对 任意 a€2Z, 如 果 (a,p) 二 1, 则 存在 a € Z.(a,a')=1 Н a=a' (modp), + 


是 


a" Са”)! (modp) (a):=1(modn), 

Ff l(a’) 1(modp)=>a* = 1 (modp). 

由 a 的 选取 方式 ,可 知 户 具有 性 质 工 . 

下 面 考虑 具有 性 质 了 的 质数 户 , 若 p> 
性 质 了 , 故 户 只 能 为 2 或 3. 

于 是 可 得 具有 性 质 T HEBE fn PROH 2"。3?(apB>>0) 的 形式 , 故 可 取 (5,m) 一 
1. 所 以 四 5 一 1 一 24. 

所 以 具有 性 质 了 的 大 于 1 的 正 整 数 只 可 能 为 ;2.3,4.6,8,12,24. 

经 检验 ,上 面 这 7 个 自然 数 的 确 具 有 性 质 T. ПЕ» R. 

10. 解 :容易 验证 р=2,3,5,7 均 满足 条 件 , 现 在 讨论 p> RE PAREN: 

(1)p 一 4 没有 大 于 4 的 质 因数 ; 

(2)p 一 8 没有 大 于 8 的 质 因数 ; 

《3)p 一 9 没有 大 于 9 的 质 因数 . 

由 (1) 得 :p 一 (a 22) 

由 上 式 及 p-8 R ff p—-8 不 能 被 2 和 3 整除 . 因此 由 (2) 知 , 户 一 8 一 5 T° 

由 四 ,四 得 807 一 3 +4=0(a>2) 

上 式 两 边 取 模 3 得 (一 1)* 十 1 一 0 一 1<0 一 2 -1.1 二 0. 

由 于 b221 由 式 图 推出 513 十 1 一 2<a 一 4m 十 2 (m220), 

HROM 一 9 一 5 7—1. р-а 不 能 被 3 整除 . 

由 于 b>1, 所 以 也 不 能 被 5 整除 

TEREN: 

着 不 然 设 >l it ?fp 一 4. b k R Q ip 

pam Tier (DSH KEREM. 

由 式 D,@ 及 c 二 0 得 

si ept 

HO 2,7 +D =g E E gg 为 奇数 且 g14, 所 以 


M(2.p)=1, 9 2'#1(modp). N p FRA 


eee 
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由 此 知 3~ 2= 1,31 +2=5°, ff m=0,b= 1,a =2, 

所 以 由 式 D 知 ,满足 条 件 的 质数 仅 有 13. 

综 上 所 述 ,满足 本 题 条 件 的 全 部 质数 是 :2,3,5,7,13. 

11. 解 :由 条 件 知 yz 一 2,z|zy 一 2,y|xz 一 

H zyz|(yz 一 2)(zy 一 2)(rz 一 2)， 

X(ry—2)(rz—2)(yz—2)= r y tla уз trys Frye) Абу re + ye) — 
В.Ц ryz14(zy 十 zz 十 yz) 一 8 


krye 4 (++ 


Ж 4(ry 十 xz 十 yz) 一 


H k ffi r y> rye 中 有 两 个 数 相 等 . FOU геу, yz=ə0(modr),# 
ИД х,у: 互 不 相等 。 


ЕЕ ++ кыр" 1) +1 + 
(DF k= DR хра, 

1 Т s. 

т) (5+) 3. 
ааа 如 果 ?之 5, 则 


+} т) + )<® FM! 所 以 y 一 人. 


Ж! 


5 
所 以 a+} (=+ =S ERREA RAE. 


(2) 荐 k=2, 则 (жузт)! ауе ато, 


эж анаар) н 

所 以 3<r<5. 

Саз 时 , 解 得 (zrvyvz) 一 (3， 
8,22), (3,10, 1DW R MRE R. 

CDz=4 AyD =A 


38),(3,8,22),(3,10,14), 经 检验 (x ,yz) = (3, 


18),(4,6,11), 经 检验 , 均 满足 题 设 要 求 、 


(有 iDz 一 5 时 , 解 得 (zyyvz) 一 (5,6.7), 经 检验 ,不 满足 题 设 要 求 . 
(DF k=l, R 
ПЕЕ s14 =—+әу›и-шу+о+в=0. 


ЕЕЕ 
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ы 


8 


£ 3 Ул Ж „жщ 
тубу 
# z 之 12，, 则 

1 1 1 1 
(ууата) ее 
所 以 s< r<. 


(ixz=5, 解 得 (rzvyvz) 一 (5,21,412),(5,22,216).(5,24,118),(5,28,69),(5,27， 
76),(5,34,48), 经 检验 均 不 满足 要 求 . 

(CilDz=6, 代 入 解 得 (zyyvz) 一 (6,13.152),(6.14.82),(6,16,47),(6,17,40),(6， 
19,32),(6,22,26), 经 检验 (6,14,82),(6,22,26) 满 足 要 求 

(有 )z=7，, 解 得 Crvyvz) 一 (7,10,136),(7.11,60),(7,12,41).(7,16,22), 经 检验 均 
FARER. 

(Ciy)z=8 HIM х,у.) = (8.9,70),(8,10,39›,# PEB ARER. 

ЯУ КИИН, HH г=9,10,11! 均 不 满足 要 求 . 

综 上 所 述 满足 条 件 的 (x，y,z) 是 (3,8,22),(3,10,14),(4,5,18),(4,6,11),(6,14， 
82),(6,22,26) 以 及 和 它们 对 称 的 数 给. 
f(D =(rp— Darp- Drp—p+ DCN), 
н су = 2L (ap— рар bpp) , [Ofta ав) 

е bpp- p2p" р TOODO 


о feyu De fabtl) 
Оууу" 


ЖААШ а) fa = l ба ВАЛ) = f(b) СЬ DSSA (modp’) Ф 
ТЕТ Я. /(т)=(р—1)! (modp'). V r€ Z. 
жЕ, ЦАА RH r= 


则 由 囊 达 定理 : 
fap- Zao Д арал р * дуа (modp'), 
FF UE pla,- ls. Ф 


如 果 =rr(modm), A (m.t) = 1, ЗА. 


" 


设 


(mod), 


ЖЯ + Emr, +ri(mods. 


АФ 


(modm) , Ж rı =r, (тойт). 


(modm),t, 
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在 上 述 定义 中 ,下 面 证 明 名 
Bp—D! E 01, i (modp) 


Е] 


=P! gij modpy= PTI! yu cmodp) 


e1 | 2 7 _ (p> DpEp=1 | moan) 


жвае SIST, f kt = < SPT, ерт (mod, 


所 以 Es 5 Dmodp), 


RADH pls: POME. 

HIER ER, EHRE A р ВАГ, ФАЗ. 
从 而 原 命题 得 证 . 

13, 证 明 : 先 证 必要 性 , 设 存在 a€ Za’ = — 1(modp), A 

(=D =ar'(modp)=1(modp) (R Ж 3 NRE), 

所 以 p==1(mod4). 


再 证 充分 性 . # расово, 21277, FA 


abos )(moqp)= — PSP, 


-Di =1X2X x Bx (p-1) ° о-2-0-27) 


=1x2x x gx ОС ЮС 


) mean) 


о J ea 


е) «тю. 
从 而 由 威 尔 避 定理 
Г) Тео! 


—10тойр). 
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14. 证 明 :(1) 上 的 最 小 所 环节 的 长 度 是 满足 101 一 1 ОМ РЕНАЛНА 
1р, 
三 3Cmodq), 设 p, 是 六 :的 一 个 质 因子 , 则 p, 


设 9 是 质数 ,N, 二 10* 十 10" 十 1, 则 A 


不 能 被 3 整除 ,因为 N. 是 10% 一 ] CEERI ESET E] LLL 


的 长 度 是 39 的 因子 ,车 最 小 三 环节 的 长 度 为 9, 则 由 10°=т1(тойр,)## N, = 10" + 109+1 
《modpy) ,矛盾 ! 着 最 小 狂 环 节 的 长 度 为 3, 只 能 有 一 种 请 况 即 p, 是 10 —1= 3° X37 的 
因子 , 即 加 一 37. 此 时 N, =3X37=3(mod4), 8) N, +1l0°+1=l1(mod) f Ж! 于 


是 ,对 每 个 素数 9, 我 们 能 报到 一 个 质数 pi, 使 得 由 的 小 数 部 分 的 最 小 循环 节 的 长 度 为 
з. 

(DRAA РСЗ, юж рий ины КЖ.) Ж 0m 一 1 的 因子 ,但 不 是 
10" 1 的 因子 ,所 以 ,Pp 是 NN， 
07 
е: 
,<10у,. FE УСЕ, р) = а, Базар + азы» S< 10(y, + ун» + укн) 8 + z, + 


ТЕТТЕ 


ЖИД Ya а-о у 2. ЛОБ, р)<:20, A УСЕ р) 19, Ш + /(2,7)=4+ 
8 十 7 三 19, 故 所 求 的 最 大 值 为 19. 
15. МОНТ ЛЕ, ВЕЖЕ КЕНИНЕН RAEN RD RIKEN: 
KEZ o аем, 2м), 
将 用 到 以 下 事实 
这 个 事实 是 显然 的 
1 


(т ' + 1) Cm 


102410” F1 的 因子 
， 其 中 {z} 表 示 工 的 小 数 部 分 , 则 


у, = зу} = 0. аа 


=o. aa, 


m” —1 


二 1(mod4) 一 2 


+) (mt +D imt. 


《1) 先 证 :着 s> 
事实 上 ,存在 m 一 2'。t 十 1,n 二 m 一 1 ,使 得 我 们 有 27 


,2h, 则 一 


Єк). 


ЯН k|m' — 1. 
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l(modm) , FF PL mln 
《2) 再 证 :对 于 2.627760). 
事实 上 ,存在 四 一 4 十 1vm 一 2t, 使 我 们 有 


于 


《3) 用 反 证 法 论证 :对 于 0а. 2,27 САСА). Ф А2 Amn 满足 题目 
中 所 述 的 要 求 ,显然 有 (m,n) 一 1, 在 m 的 所 有 素 因数 中 取 以 下 表示 中 指数 a 最 小 的 一 个 
kt. 


1(modm). 


+1.2, $ 8. 2 |m—1. 
一 方面 Pan 十 1, 我 们 有 


Оа E Си у,” =1 (mod) (FR АЖ) Ж! 
fL АСВ) = (27 |s€ N. EN, ZI}. 


%=W ” 同 余 方程 与 平方 剩余 


$3.1 一 次 同 余 方程 与 孙子 定理 

1. 对 于 方程 组 (), 先 解 四 ,得 x 王 一 1,3(mod8), 所 以 (1) 的 解 即 下 面 两 个 同 余 方程 
组 的 解 ==3(mod7) ,x 三 一 1(mod8), 或 r=3(mod7) , r=3(mod8) 

利用 中 国 剩余 定理 知 ( 工 ) 的 解 为 二 3,31(mod56) 

对 于 方程 组 (由 ), 它 和 下 面 的 同 余 方程 组 同 解 

3x=1(mod2), 

3z=1(mod5), 

Ar=7(mod3), 

Ах=7(тод5). 

但 由 3x 三 1(mod5) 过 x 三 2(mod5)， 

由 4r=7(mod5)=>z=3(mod5) , F Ж! 

故 方程 组 (2) 无 解 、 

2. 利用 中 国 剩余 定理 ,考虑 同 余 方程 组 : 
Pb 是 两 两 不 同 的 质数 

3 和 上 题 类似 , 以 ai RR 2 中 的 p,. 

4 我们 只 需 证 明 存 在 个 连续 正 整数 ,其 中 每 个 数 至 少 有 一 个 素 因 子 , 在 这 个 数 的 
标准 分 解 式 中 仅 出 现 一 次 ,我 们 选取 n 个 互 不 相同 的 素数 pipir pr AA R A E 
z= i+ p (modpl) ,i=1,2. 


1 +10тойр)), ЖФ }=1,2,--,й,р, 
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„ш 


由 中 国 剩余 定理 ,上 述 同 余 方程 组 有 和 解 . 对 1 
ВУ р, 在 I 十 i 的 标准 分 解 式 中 怡 出 现 一 次 

5. 取 2n 个 互 不 相同 的 素数 р.р. .由 中 国 利 余 定理 知 , 同 余 方 程 组 三 一 上 
Стойрь-1 pk =1,2, an HM. 因 对 任意 ,十 上 至 少 有 两 个 不 同 的 素 因子 ,从 而 它 
FIRA- DRAHE. 


6. n= 时， 


neh pilam (х+=>р,}т+1. X 


втіхи 


方面 ,着 r<2n—2, je FER 2 整除 ,这 是 因为 上 和 r 十 1 中 有 一 个 为 奇 


Mi ре СЕ 
Суйп ЮУН, ў п= 27а, ХФ m20. >l ARR. REN, HEEE 


ED y ое can ERR ODS 


Ж а rif alr FES 


-1. 

为 证 明 上 述 断 定 ,考虑 т=0(той?”'!),г= —1(moda), H (a,2""')= 1, E BI RP 
程 组 必 有 解 rn, 并 且 全 部 解 为 了 天 To(mod2"+'a). 进一步 ,由 第 二 个 方程 知 r 天 2n, 由 第 一 
个 方程 如 0 二 一 1, 这 便 证 明了 满足 要 求 的 7 

7, 我们 先 证 明 ， 当 n 为 来 数 的 军 p" 时 结论 成 立 . 实际 上 ,能 够 证 明 , 存 在 ry E PY 
лу. r+y=k. 

荐 p=2, 则 条 件 表明 为 偶数 ,此 时 可 取 7 一 1,y 一 k 一 11 荐 p>2, 则 一 1,y= 一 1 
或 工 一 2,y 一 A 一 2 中 有 一 对 满足 要 求 . 

一 般 情况 下 , 设 "= ру prepr Еп 的 标准 分 解 式 , 上 面 已 证 明 ， 对 每 个 p,, 均 存在 整 
Ж ху phery В х,+у,=Ё(ї= 1,2, г). йй ФИ # ЖЕ, ARF RA 


ача повр 1.2... r) Ф 
жи. 回 余 方程 组 

y= (modpr (i= 1,2,0, Ф 
AN. 


Ë paya tk pbryGi=1,2, r), f D Cry 
AADO, r+ y= r, +y =k(modpt 2 ,所 以 z+ y=k(modn). 
-1lm' +9. 

apat +D +D -D 
ное? HDZ OCHD, 

同 余 方 程式 三 一 1(mod2” 十 1) 有 解 т: 
而 ji 时 (27 1,20 十] 一 (2 ~1, 


0" 1, 
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， 所 以 ,根据 中 国 剩余 定理 , 同 余 方 起 组 
х=? (mod? 十 DD ,n=1,2,… ,一 1, 有 解 ro. 
令 mm 一 3zo, 则 满足 题 中 要 求 . 
即 对 任意 的 mn, 都 存在 mm 使 得 2” 一 lim 二 9. 
9, 采 用 反 证 法 ,假定 命题 不 成 立 , 妓 存 在 整数 x; ,使 得 F(z,) 不 是 ai 的 倍数 ,一 1,2， 
тэт, 于 是 存在 整数 小 一 加 (i 二 1,2,… wm) ,其 中 р, 为 质数 ,a; 为 正 整数 ,使 得 a, 能 被 dd， 
整除 ,但 F(zri) 却 不 能 被 d, 整除 . 在 di ,d:，…,d 中 如 果 存 在 有 同一 质数 的 方 守 , 则 仅 保 
留 其 中 畦 次 最 高 ,去 掉 那 些 塞 次 较 高 的 ,这 样 就 得 到 一 个 两 两 互 质 的 数组 ,不 妨 设 为 路 ， 

由 中 国 剩余 定理 知 ,存在 整数 N, 使 得 (modd,) ,i=1,2, XAR FNM 
整 系数 多 项 式 ,所 以 F(x) 一 F(y) 能 够 被 一 y 整除 ,从 再 F(N) 不 能 被 dd，…d, 整 
Ked did 5754, 的 选取 即 知 FCN) 也 不 能 被 di ,ds，…vdo 整除 ,因此 也 不 能 被 a var, 
gw 中 任何 一 个 数 整 除 ,与 已 知 巴 盾 ! 故 原 命题 成 立 - 

10. 设 ЖОП ЕЖЕН ЕФ. пі, Сп, WER RA r= 
t(modp, =ni jn. 

А y=i(modp,,), -ni jn KAHM г=а,у=Ь H. 

着 有 一 个 既 约 整 点 (z',y' 5 (a,b) Z E W< n RR ar Eiby =j ЖФ 
п, п, r'=a—i,y—b—-j fE p. la ip. lb i АЖА УЖА 
А. 


53.2 平方 剩余 
1 注意 到 此 时 jj 和 一 j BA KARR =KENR IEZ AMEE 


им. 
2.8 = pa +r ро) 01, ka 


өх), 
利用 上 一 题 中 的 (3? 即 得 


[Б]##5=®»=>7- 


ро Eri 
з= [人 
3. 注意 到 m +9 的 质 因子 除去 3 外 ,都 应 是 4k+1 HARK. ЖЕНЯ pR m+ 
)ل‎ = = 
9 MRR FRI (27) 1.9 рез. 
Я n=2 э Ж BE DU 7—112°—1|т°+9. 
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一 2(mod3), 即 2 一 1 不 是 3 的 倍数 ,从 面 2 一 1 的 质 因 
《mod4) plm +9, F Æ. 
six 


注意 到 2' 一 не 
子 必 全 为 要 十 1 型 ,否则 有 质数 р: 

而 2 一 1 三 一 lmod4)(1>D), 即 一 1 三 2 一 
W =l, m a= 2. 

下 面 的 证 明 即 上 一 节 “ 能 力 训练 "习题 8. 

4. 利用 反 证 法 ,着 pla Mh ра, pb. Ef 5 фа 
一 ] 是 模 户 的 二 次 剩余 千 p 三 1(mod4), 政 盾 . 

S 首先 证 明 , 对 任 给 的 点 ,存在 一 个 正 整数 ar ЖЖ аі = —T7(mod2'), X + k fl # * 
归纳 法 进行 证 明 , 

直接 观察 表明 , 当 AS3 时 , 取 as 一 1 便 可 满足 条 件 , 设 对 某 个 >>3, 我 们 有 上 圭一 7 
(mod2*). 

T+ al н 2' 
MOTM 4. Rasa FE RIM а: =a + 
所 以 айы mal + 2'a, +2 maj +2 == —7(той?''!), 

+X fm THAME. 

最 后 ,容易 看 出 ,序列 (ai} 没 有 最 大 元 素 , 因 而 可 要 求 对 任何 正 整数 大 
而 {ai} 也 含 了 无 穷 多 个 不 同 的 值 , 因 而 命题 成 立 . 

6. 着 方程 有 正 整 数 解 +,y, 方 程 两 边 同 和 以 4, 得 4(7? 十 3xy 一 2y*) 二 488， 

Wx +12ху+9у')—11у'=17х29—5, 

BE (23у) = —5(mod17). Ф 

只 需 注意 一 5 TRENT 的 二 次 制 余 ,所 以 中式 无 解 . 所 以 原 方程 无 解 . 

Т. ЛКИ Ж. У 6 зугт 有 一 维 整 数 解 、y, 由 工 与 x 十 1 是 互 质 的 , 即 存 
ЖЕЙ uv # yu v Н Зиа Ho =a Җи! =? 1,347 二. 

前 一 种 情况 显然 不 可 能 , 现 假定 后 一 种 情况 成 立 - 

注意 到 ,这 时 u = (r FD —r+0. 

由 于 z 一 0(mod3) ,而 zt —r+1=(r 1 DCr 2)43. 

又 x 十 1 与 如 一 z 十 1 是 互 质 的 , 因 吉 ,存在 1/ 满足 zz 一 十 1 一 刀 , 客 易 看 出 ,方程 ze 
一 z 十 1= 坟 只 有 一 个 正 整数 x 一 1, 但 这 与 z=0(mod3)# Ш. 

因此 ,起 目 结论 成 立 . 

8. 对 于 (1), 我 们 可 利用 欧 拉 判别 法 证 明 : zs 一 


=1(mod4), F Ж. 从 而 必 


8 (тор) 


HAERE H айт=—7(тод2''') Ж ж ai= – 7Спой2'+'), 
这 是 由 于 之 3, 及 а NRK. 


是 r'=a(modp) t ¥. 对 于 


1. 解 的 形式 可 分 开 来 写 : 


(2) ,我 们 利用 欧 拉 判别 法 及 | 二 
l 


Р) 
З ат 10 тойр) z= ta", 
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l(modp) i} za 
《一 1 的 证 明 需 要 用 到 Gauss IBE, FREH XBR. 


LARARBEKATARSA, 设 它们 为 Pipir pr 
RMP EOP ep += p h ARA p 三 1(mod4), 所 以 p FERR, i po Жр 


жит. 当然 是 奇数 ,所 以 一 1 是 模 po AAR (Z 


但 po 显然 不 是 p.p „Р, + M. 
所 以 形 如 Ak+ 1 的 素数 有 无 穷 多 个 . 


10. 首先 不 加 证 明 的 指出 (三 ) тере mode), it 户 是 x 十 1 的 奇 来 因数 ， 即 


一 1, 从 而 po 


Стой), 


аана повр), а (1) 


WF FE r +1=(+D'2 , Ff BUN (z+ 

由 (P,2z) 一 1 利用 Legendre 8 3 t 
HD, 2e 2 

HEEG 

从 而 推出 p= + 1(mod8). 

而 由 户 |x 十 1, 从 而 必 有 p=1(mod8). 

下 面 证 明 原 命题 , 若 这样 的 素数 只 有 有 限 个 , 设 为 p.p ,yp ЖЮ ре Сре 

pr)' 十 1, 由 假设 及 p=1(mod8) 知 户 不 是 素数 , 设 pe 是 户 的 素 因 于 ,当然 p BRK. 
由 已 证 结论 知 包 过 1(mod8) ,但 p, 不 是 pi ,pvp ФЕ FR. 
所 以 ,有 无 限 多 个 Bk 十 1 型 的 素数 - 


第 四 章 不 定 方程 (组 ) 


54. 1 公式 法 解 不 定 方程 


L.A 因 (903,731) 二 43, 而 4311106. 
2А 可 求 得 方程 的 全 部 整数 解 为 
—30+ 97, 


ñ (ED 
y=40—96t 


1, 推 出 p=1(mod4). 


2z'(modp). 


A х,у, сес р. г КАА. 


КЛА ЕН. 
З НАШ з арс EN: (ab) =1 HFEF а,х+һу=с 有 非 负 整数 
MAHERE Daba bh. Ф 
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ао r Е аль уо =r Є), ba rthy=c 是 有 
整数 解 的 , 任 取 其 中 一 对 整数 解 xi ,ys, 虽 其 所 有 整数 解 由 
工 一 五 十 名 tv 
[ a uez 
уту таи 
给 出 , 令 z20.y>0 @—р <<?! 


于 是 “(ssf ARIER x 的 最 大 整数 )- 


war [E 


a[i] [jaune 12020 的 :是 存在 的 ,那么 方程 ix 十 by 一 cl 有 


PARERA PORI. THERA: 
设 a 一 aod,b 一 如 d, 则 (ao 如) 一 1 ,又 知 (cvd) 一 1 
原 方程 变 为 d(aoz 十 如 y) 十 cz 一 my 
d(artby—(ab а +10) +e =n = agbd + asd bud —d Ф 
it отау Сао —as— +1) wn =n 一 aobyd 十 aod 十 bod 一 d. 


NORA dwtez=n Pd OL 把 它 看 成 关于 wr HAM ВТ тен 


ана (атас) 0 а+ь—4=‹4—с—4,% BOH ib йш+с=тп' 


有 非 俩 整数 解 z vs 
于 是 auz 十 甸 y 一 训 十 oo 名 一 一 名 十 1>ao 加 一 ae 一 如, 击 (ao 如) 一 1, 再 由 四 的 结论 
知 auz 十 如 y 一 al 十 au 加 一 ae 一 如 十 1 有 非 负 整数 解 工 ,》 .由 此 我 们 得 到 r... 20 且 
满足 ar 十 by ter 
综 上 所 壕 , 原 命题 成 立 . 
= 二 [3+2V2)"+(3 一 2V2)"]， 
а. 


1 
g1 (3+22) — (3-22 
"at 


SEREN ry 是 本 原 解 来 证 明 . 不 妨 设 21y, 则 存在 一 理 一 偶 的 正 整数 r>s, 且 
(Cr 一 1, 合 得 工 一 天 一 全 
ЯЗУ, А 3Yr,3fs, 因 此 必 有 一 3k 士 ,5 一 3h 士 1. 


=2rs, r= و‎ 
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不 论 何 种 情形 均 有 3 z= 
着 5fy, 则 5frv5fs. 因此 必 有 
当 r=5kŁ1,s=5AŁ] 或 7 一 5 十 2,s 一 
当 r=5k 士 1,s 一 5h 士 2 Ж r—5k+ 
GORR EAREKE, 
7, 解 ; 设 整 数 边 直角 三 角形 三 这 是 a,bwc， 满 足 a 
R 216, 
于 是 存在 r,sEN- ,r>s,(r,s) 一 1 使 得 a 一 > 


EIN S=. 
ELA 51:+= + (DRE. 
MHARE I, iHi x" =a? —bî 或 2ab WN. 
一 ,其 内 切 国 半 径 是 К, 


2rs.e= +P, 


EDED er, 


X(a+b+OR=ab, k R. =) 


从 而 命 是 成立. 
B. ibik tn 十 1 与 (4 十 1)n 十 ] 都 是 完全 平方 数 , 令 hn 十 1 = на 
Жл. Оа 一 kv 二 1 Ф 


ЖА, ФИ E Ef CD R nsu w. MS ЙИ kn FL а! 
都 是 平方 数 ,从 而 问题 转化 为 证 明 (上 有 无 穷 多 个 正 整数 解 , 作 代 换 

r=(k+l)u-ko, 

© 
ут», 
则 由 中 可 得 r АСЕН 10у = G+) = kê 
这 是 一 个 淖尔 方程 , 它 有 无 穷 多 组 正 整数 解 . 
QW u=rikyv=rt +y. 
从 而 方程 D 也 有 无 穷 多 组 正 整数 解 ,命题 得 证 - 
9. 证 :考虑 消 尔 方程 x 一 2y* 一 一 ] 它 有 无 穷 多 组 正 整 数 解 - 
任 取 一 组 解 wu, 则 2 =u +1. 
将 上 式 两 边 同 乘 以 if A 200007 = (+ Du k а шоа + 1. 
Ии] н 是 一 个 平方 数 , 即 取 neuv 得 出 无 穷 多 个 符合 要 求 的 n。 

§4.2 同 余 分 析 法 解 不 定 方程 


1. 证 :用 反 证 法 

ЮЖ ЖЯ Зу! = (十 1)r 有 一 组 整数 解 了 +y, 由 于 (z 世 十 1) 一 1, 即 存在 wzEN+ 
# =u, R Зи аел йш! =? 1,30. 

前 一 种 情况 显然 不 可 能 , 现 假定 后 一 种 情况 成 立 . 

EEK u = (r FDO? z+, 

由 于 z=0(mod3),#8 兰 一 z 十 1 一 (z 十 1)(z 一 2) 十 3. 

X r+15 —zr+1 互 质 ,因此 ,存在 正 整数 :满足 工 一 z 十 1 
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容易 看 出 ,方程 r+1= 只 有 一 个 正 整 数 解 一 1, 但 这 与 + 三 0(mod3) 政 盾 . 因 
此 ,题目 结论 成 立 - 

2. 证 :着 方程 有 更 数 解 , 则 模 9 后 有 +y += =4(mod9). 

但 一 完全 立方 数 异 9 同 余 0,1, 一 1 之 一 - 

Жо?+у+г=о,1,2,3,6,7,8(той9). T Ж. 故 原 命题 成 立 - 

SEREF ERROR. 

EL ESAT LATET S E ETa E EE TEES TE ERLENT S E -EE 
21m, 则 z" 3 МАЖИТ. OD # 1+ 25830 тойд), E Ж £ i =z1(mod4) ,这 
不 可 能 ， 故 21. 

R r+l=2r KOP x 为 再 数 ,a>>0( 因 工 为 青 数 ), 将 方程 中 改写 为 (x 十 2)*" 一 1 二 
+1, ° 

DHEA E PH =r +1) — 1= 2 (2 rf Fx), Ж 2 EMRO 
本 边 ,但 男 一 方面 ,由 于 一 1>>0 为 偶数 ,用 二 项 式 定理 易 得 

Hls ав e HER + z modz”), 8 2hr1， 帮 四 的 右边 不 能 
被 2 整除, 矛盾, 所 以 原 方程 没有 正 整数 解 . 

4 解 : 模 4 即 知 方程 12" 一 5" 一 一 7 无 正 整 数 解 , 方 各 

12" 一 5 一 7 Ф 
MP W m=n=1. FEENS m2>1 时 它 无 正 整数 解 . HDK 3 得 一 (一 1)" 三 1(mod3)， 
放 加 为 奇数 ,因此 5"s35Cmod8). Z m>2, K 8| 12". HOH 8 得 出 一 5 一 ?7(mod8), 这 不 可 
能 ,所 以 mm 一 1, 从 而 л=1. 

.证 :方程 显然 有 解 zx 一 y 一 1 ,将 方程 模 4 Bly 为 奇数 , 若 ?1, 将 方程 模 9 得 

5/2220той9) Ф 
不 难 求 得 对 工 一 1,2 模 9 周期 为 5,7,8,4,2,1, 故 由 四 知 z 必 有 形式 6k 十 5, 理 将 原 
方程 模 7, 易 验证 ,对 奇数 yA 3'=3,5,6(mod7). 

而 一 6 十 5 时 ,由 痪 尔 马 小 定理 知 5 一 1(mod7), 故 

бебе mod7). 

AY088388 3387 不 等 ,因此 它 没 有 y>1 РА КИЯ у=1,х=1. 

6. 解 :车 正 整数 对 (a.b) 满 足 (a 妨 十 b 十 7) | (ab +a +b), M (abî +b +7) |[a (ab +5+ 
ту batbtatb) > (ab +Ь+1)174—. 

(1) 当 7a 一 妇 =0 时 ,得 5 二 7A(CREN,), 代 入 得 a 一 7 妈 。 

ЖЯ аъ+а+ь= Кав +Ь+Т) KOH ЛЮ Ж М. 

(2) 8 Та <0 HH b= 1a >0, 4 b Тага 十 b 二 7, 但 这 是 不 可 能 的 

(3) % 70—020 时 ,有 Ta—b Sab +b-+7, 48 7a2>abt=>b=1 W 2. 
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##b=l1,M(a+8)|(a'+a+1, 

N atat 8) +(—8)+ 1(mod(a +8) 
57(mod(a+8)), 

FI a+8—19 或 57, 从 而 a=11 È 49. 


il XN |j ê 


#b=2, h abî +b+7|7a—b5' 得 4a 十 9|74 一 4 

由 于 2(4а++9)>7а—4,Ж Ж Ж 4a 十 9 一 7a 一 4, 但 这 不 可 能 。 

综合 (1),(2),(3) 知 ,所 有 解 为 (11,1),(49,1)，(74z TOEN, ). 

7. Wik "HI =K REN, ). Ф 

加 两 边 模 3, 由 于 31А, Ж E's#1(mod3) , i ¥ ( —1)”=1(mod3), Ф 2|m.,m22. 

ФШ 4, k ЖЖ R p k'=l(modi),& Ж (—1)"=1(mod4), Ж 2|n. 

Ж m=2m пт 2m (m m € N. ), Ж 3% =k — 2î +2” )‹#—2"). 

HB ++?" ) 一 (一 2 )=2°*' #0(тод3),Җ #-+2%%,4—2% 中 必 有 一 个 不 是 3 的 
倍数 ,但 它们 均 是 3 的 每 , 故 只 可 能 是 一 2" 一 1 十 2” E 

FH 21mg р (3 +10639 一 1), 又 (3 —1= 039 十 1,2) 一 2, 所 以 
ЗИ 3" 十 1 一 2 ,3% —1=2,АИ n =1.m =2=>n—_2.m=4. 

ФЕ, ROm,n) h (4.2). 

8. 首先 把 原 方 程 标 为 D ,在 中 两 边 机 十 1 得 一 (一 1)" 二 1(modz 十 1)， 

故地 是 奇数 ,将 四 分 解 为 (rz 十 1) 生 :一 zx 一 z 十 … 一 z 十 1, 由 此 易 知 工 是 偶数 ， 因 
为 车 工 为 奇数 , 则 上 式 右边 为 奇数 (=) 个 将 数 之 和 , 故 是 奇数 ,而 左边 是 偶数 ,产生 矛盾 . 
同样 将 四 变形 为 

(+! +++ (++ 

RER т=?л\,у=?у, ФИ AM A 

(Cr+ =DD +D =r" ° 

BrRÜ8.kO+DSCl15CG+DSIBEXAQ6882 XEM zll 
э» 一 1, 由 这 些 及 加 推出 必须 (z 十 Dm 一 1 一 2rfv(z 十 1D)7 十 1 一 2 

EK 2 D2 n=l, =2, A BE ?一 2 及 一 3. 

9. 解 :方程 两 边 模 4 得 

a= y! +1(mod4) ,所 以 如 三 1 R 2(mod4). 

车 工 为 偶数 , 则 x' 三 0(mod4), 不 成 立 ,于 是 工 为 奇数 . 

方程 化 为 交 十 1 一 (z 十 2)[(z 一 D* 十 3] Ф 

8 2|z 一 1, 故 (zx 一 D)* 十 3 4+3 LI TETTE 4k 十 3 型 的 素 因 子 轧 , 则 在 (两 


可见 y 也 是 偶数 ， 
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ڪا 


H pit 


y= 


(—D (modp), 


1(modp),(y* 7 
m y= 1(modp (ATE # 8. 
又 由 (y" 加 ) 一 1, 知 上 式 与 费 尔 马 今 定理 矛盾 . 
从 而 原 方 程 没有 整数 解 . 
10. 解 :将 方程 改写 为 3" 一 1 一 27y Ф 
这 表明 ,如 果 (rvy) 是 解 , 则 工 不 能 超过 3 一 1 的 标准 分 解 中 因子 2 的 带 数 , 记 了 一 
2"(2n 十 1) ,其 中 m,n 是 非 仙 整 数 ,于 是 可 得 
зе = үз 1 T+ Ф 
由 于 зи = (+2) 
本 1 十 2(2n 二 1) 十 4n(2m 十 1)(mod8)( 二 项 式 定理 ) 


三 3(mod8) ， 

зто [= „тош. 

RUH EHR HEK, S m=O HR 1.8 т=1,2, ий mi 2, ШЕТИН 不 
能 超过 m+ 2. 


k 2"<2"(2n+ 1) = azm H2, FE mE {0,1,21 B n=0. 
由 此 可 断定 ,所 给 方程 的 正 整 数 解 是 (T,y) 一 (1,1),(2,2)，(4,5). 
AL 证 :将 方程 两 端 相 加 ,再 同时 加 1, 可 得 
(ayt He e147 +157" +1, Ф 
FEAA ROMAR 19 不 同 余 - 
选择 模 19 是 因为 2 和 9 的 最 小 公 倍数 为 18, 由 费 尔 马 修 定理 , 当 @ 不 是 19 的 倍数 
时 ,an 一 1(mod19). 
特别 地 ,(<*)* 二 0 W 1(mod19), 寺 是 ,有 27 = —1.0,10той19). 
经 计算 可 得 二 一 8, 一 3, 一 2,0,1,4,5,6,7,9(mod19)， 
由 费 尔 马 小 定理 有 147 十 157' 十 1 157° + 1(mod19) 
= — 51" +51 + 1(mod19)=14(mod19). 
因为 +n’ #14(mod19), Ff MADRE # ЖМ. 
$4.3 各 种 方法 的 综合 运用 


ЕЕ БЕН ЕЛ 
(z+y 十 zCz 二 y 一 =)( 一 z 十 ?十 z)( 一 y 十 z) 一 一 2 X3 Ф 
| 由 于 2 整除 四 的 右边 ,故人 的 左边 河 个 因数 中 至 少 有 一 个 被 2 整除 . 另 一 方面 ,这 四 
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个 数 中 任意 两 个 的 和 显然 是 偶数 , 故 它 们 的 奇偶 性 相同 ,从 而 现在 都 是 偶数 , 即 四 的 左边 
被 2 整除 ,但 四 的 右边 不 是 2 的 倍数 ,因此 方程 无 整数 解 - 

2 解 :我 们 证 明 : 荐 ma>1vmEN+ , 则 方程 x(zr+1) 一 y X EE F W. 

З Нут ржу АЖАТ plr FDR r=a",r+1=b",a bJ BR 
HIER а<5,#п>1 Aba +. 十 … 十 "一 1 

W в—а21,67 Ha >. fW. kita +. 

于 是 原 方程 正 无 正 整数 解 . 

З.Ж. зае рб) = (ra) rb) are) 

аъ + с+а) = рО) = Сав+ Бс саз абс. 

Ж.Ш $ ГВ $ (abibcitca)s—abe= — 27 + 2—2abe, 


一 sz 十 (ab 十 pe 十 co)x 一 abc. 


W рс3) +2=0. 
这 表明 (24 十 6 十 c)(a 十 26 十 c)(4 十 6 十 2c) 一 2. 
易 看 出 上 式 左边 某 个 因子 是 2, 另外 两 个 因子 是 1,1( 或 一 1, 一 1), 或 者 某 个 因子 是 


一 2, 另 外 两 个 因子 是 1, 一 1( 或 一 1,1). 
p2a+b+e=2, 12a 十 6 十 c 一 2， 
арны ES 1, 
а+ь+2с=1 [a+b+2e= 1. 
PAME ат 1.60, 0а 2.6 —1,с= 1. 
当 某 个 因子 是 一 2 时 ,相应 的 两 个 方程 组 可 导出 4(a 十 0 十 c) 一 一 2, 星 然 该 方程 没有 
ЖМ Сар, с). 
由 于 方程 关于 abe 是 对 称 的 ,于 是 ,(avb,c) 的 全 部 可 能 的 值 为 (1,0,0),(0,1,0)， 
‹0,0,1),62,—1,—1),6—1,2,—1).6—1.—1,2). 
+W MM х RA. r 20 EA У.О). 
Ж mAAR ik ysr- H шт 1 (y+) 
其 中 Cs y 项 中 2 RA p УФ ЖЖ, # ЖЖЖ У, (Суу) = У (у) +0 
ТОИ СУ ССЦ У Су), У DV (у) = У.а). 
Хат 0 У, (09 +20) n, H V,(r— =n. 
M 27121. LEE Le Ch 
йог>(2°+1)*=2* FIX Ез 2 0 m 
ЯД от<3. Ж m= 1. ik х2 21. 
车 mm 为 偶数 , 设 т=2т,. Fl (x )* =7 X27 + (21 р), 
RI (ae 一 2 一 DCzm +2 '+1 


теу вст +С +++ 
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着 nn 一 1, 则 "一 27 十 2' 十 1 一 8 十 2 十 1 一 11 不 是 平方 数 ,不 可 能 . 

Bk n>2. 

所 以 ,zm 一 2 一 一 1 天 xm +2"' +1(mod4). 

又 因为 它们 都 是 偶数 , 则 它们 之 一 中 2 的 军 次 为 1, 只 有 下 面 四 种 情形 : 
رو چم‎ 
[осе Ч 


由 四 有 2 十 1 一 2 
2701629766 Я 23,me =1. 
HON 2" 十 1 一 7 一 2 t. 2 十 2 一 6. 
因为 6=4 十 2, 故 无 解 ， 

由 图 有 2 十 1 一 1 一 ?7X2m ,也 不 可 能 . 

由 四 有 2 十 1 一 7X22 -一 1, 即 2 十 1 一 7X25 t. 
考察 二 进 表 中 1 的 个 数 , 故 也 不 可 能 ， 
PAm, mD СО +2° +1.1.) (23,240. 
S.M ZEA +0)(a +b) (аЬ 

за! аз ab mat +4ab + 6a'b дар +b 
ab + 2а +ab= ab + Babî + ab 

abtabt D! = дава +b) 

Habl (ab+ 1)" —4(a+b)*]=0 

ЕЁ Ca, 0), (0.0 E Ê EF fq ¥ a bE Z. 

另外 的 解 必 须 使 得 (ab 十 1)* 一 4(a 十 6)* 二 0 成 立 

即 ob 十 1 一 士 2(a 十 殷 成 立 . 

如 果 ab 十 1 一 2(a 十 b), 则 有 (a 一 2)00 一 2) 一 3. 


af a 一 2 一 一 3 


a—2=1 
6 一 2=3 1b—2=—1 
ЯЖ (а,Ь) = (5,3)(3,5),(—1,1),(1, 
如 果 аб+1=—2(а+Ь), Ж (a +2)(b+2 
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e e 


e ө 


类 似 地 解 得 (a,6) 一 (1, 一 DD,( 一 1,1),( 一 5, 一 3),( 一 3, 一 

综 上 所 述 , 给 定 方 程 所 有 可 能 解 的 集合 为 {(a,0)la€ ZIUi(0,bD)IbEZ}U{( 一 5， 
—3,C—3,—5),(—1,D,G1,—1D.(3,5).(5,3)). 

6. 解 ; 如 果 户 是 ma 十 1 的 质 因子 , 则 户 也 是 m! 十 1 的 质 因子 . 因为 m! 十 1 不 能 被 任 
何 质数 9(9 福 四 整除 ,所 以 只 能 是 p=n+1. A 

如 果 n 十 1 二 2,n 二 1 8 2'— 

如 果 nm 十 1 一 3, 同 理 ,得 3 , 数 对 (2,1) 是 一 个 解 . 

如 果 n 十 1=5, 同 理 , 得 5 .因此 , 数 对 (4,2) 是 一 个 解 . 

假设 (nk) 是 满足 条 件 的 一 个 解 ,n+1 是 一 个 大 于 等 于 7 的 瘟 质 数 ,那么 ， 
>2. 

因为 2<п—1.т<п—1,п=2т #(n—1)! 的 因子 ,所 以 ,n! ЖИ л" 整除 ,因此 
kG 


+ 因此 , 数 对 (1,1) 是 一 个 解 . 


=2m,m 


(n+1D'—1=m Fh H 


ЖЕЙ л ERR RDNA, 

n) =at D> Sm >n FM. 

综 上 所 述 , 所 有 的 解 为 (1,1)，(2,1)，(4，2)- 

7. 解困 为 ру ухо, B .y+122. 
Ф += PUEN, ISSR у=р—1. 

Ay yte p. 

Жур RAERD DHE P. 
即 p" 3p 3 ртт. 

k pi- 

CDM р=2 时 ,pw 一 1, 记 一 1 ARRA. 
帮工 一 4 六 一 十 1 一 1, 因 此 ,y 一 1 
《2) 当 户头 2 М.р Ф. p” 
KE SIP 31у. 10). 
взр, резул, 六 一 y 十 1] 一 3, 得 y=2,r=3. 
в зри" A рр а 

ЯС) y=1,p=2,# Ж. 

综 上 所 述 , 有 两 组 解 p 二 2,T 二 1,y 一 1 和 p=3,r=2,y=2. 
8, 解 : 原 方程 化 为 

(z+tyto [ry + (y~ z) + (z—z)*]=4006=2X 2003, 
Ray? +y + (az 


n=]. 


1,p' 一 1 为 偶数 ,p”' 为 奇数 
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+(z—r)'=4006; 


x+y+z=2003, 
(Dy 
对 于 四 有 (z 一 3) 十 (7 十 2y 一 1 十 (2z 十 y 一 1 一 4006， 
Вр бл? бу + 6ry—6r—6y-+2—4006. 
{E 4006=4(mod6), F Ж. 
对 于 回 ,因为 |z 一 yl ,1y 一 z| ,1s 一 +| 中 有 两 个 1, 一 个 0, 不 妨 设 гуу. 


整数 组 为 (668,668,667),(668,667,668),(667,668,668). 
0. Я 12121. а TEER. 


对 于 a= +2, 此 方程 无 解 ,事实 上 ,由 5b<0, 有 一 5 十 2 汪 3, 但 


(一 D*= 土 1. 
8 b=0 时 ,所 给 的 方程 无 解 . 
3 220, Жа k Ra 整除 ,于 是 a 整除 2, 这 是 因为 a' 一 ob 一 2, 因 此 ,a 二 


-1,1,2. 
Ж а= 2,0-2) 2+2. жск тн аен ЕЛА. 


事实 上 ,如 果 数 必 满足 方 查 , 它 应 该 是 奇数 , 即 0 一 25 十 1, 方程 可 改写 为 人 
可 能 ,因为 对 任何 实数 EH V>. 

着 a= 一 1, 则 有 (一 1) 一 一 5 十 2, 即 1 一 5 十 21 

因此 6 一 1 或 3, 但 只 有 0 一 3 АЖ 8С 100-62. 

荐 a 二 1, 则 有 1=b12, 在 条 件 5>>0 的 情况 下 无 解 . 

着 a=2, 则 有 人 一 200 十 1), 即 2 一 0 十 1 只 有 一 个 解 6 一 3. 

YB U> 时 , 易 用 数学 归纳 法 证 明 25 an 


因此 ,满足 方程 的 全 部 数 对 (4b) 为 (2,3) (1, 一 1),( 一 1,3). 
10. 解 :假设 (7,yv) 为 满足 
= = Ф 
НЕКИЕ XR. RH n>1 
假设 r<y, 考 虑 下 面 两 种 情况 : 
z! +! n! Ф 


Охи, 8 e 
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由 式 加 可 推出 1+-71=0(mod3). 
因为 3 个 连续 整数 的 乘积 能 被 3 ЕВ. ЕЯ n>1, HA т<у<т+?. 
(iD 如果 ?一 z 十 2, 由 式 四 得 1+Cr+I)(z+2) 一 3 下 @ 


因 21(z 十 1)(z 十 2), 由 式 图 知 n<z 十 1. 

Ф пет. Nl ROKA 1 十 (z 十 1)(z 十 2) 一 3 

W 妇 十 3r 十 3 一 3"， 

因为 x>, ih ХФ bp r=0(mod3), f DL, r 223, НВФ 3—2" +3r— 
O(mod9),# W. Bl пг, n=r+1. 

于 是 , 式 轿 化 为 1 十 (z 十 1)(z 十 2) 一 3"(z 十 1)， 

所 以 ,x 十 1 是 1 的 正 因子 , 妈 一 0. 因此 ,一 0,3y 一 2， 


COR y 一 上 十 1, 由 式 四 得 > 十 2 一 3 下. @ 
因为 n21,i КО 221. r=n R r +2=3°. @ 
юе т=1 EAR OW BRR. 

在 这 两 种 情况 中 ,如 果 三 元 数组 (7,y,) 满 足 式 了, 则 (z,yvn) 一 (0,2,1) 或 (1,2,1). 
(л>, еН О! а) зе. Ф 
Ийт п 不 能 同时 为 3 ЮЖ, ROTH х=п+1, 

ЖА. ФЯ ннз". ® 
因为 у>т,И у>п+1. 


,代入 式 图 得 (nm 十 1D)(A 十 1) 一 3 ® 


如 果 y>n+4, A] A=0(mod3),& A 十 1 不 能 为 3 的 等- 
РА. ВКО усиз, Д п+1<у<п+3, 
СЖ y=n+3,M A=G+2)(n+3), 

H ROR nF DL T On +2)O+3)]=3", (n +2 
TB ik. 3 п>2,п+2==1(тод3). 

4 nt2=3k+1 k22, h XQ f 

RCH ЗЕ l)=3" 1 与 (3 如 十 3 十 1,3) 一 1 矛盾 ,有 y#n+3. 
СОФ у=я+2,И A=n+2. 

由 式 回 得 (n 十 1)(n 十 3) 一 
当 21 时 ,Cn 十 1) 和 (na 十 3) 不 能 同 对 为 3 的 村 ,所 以 y=n+2, 
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(DË y=n+1,W A=1. 由 加 得 (n+ 1) =3". 

显然 不 存在 满足 上 式 的 mm 所 以 y 产 m 十 1. 

RLAR ,满足 式 四 的 三 元 数组 为 (zyvm) 一 (0,2,1) 或 (2,0,1? 或 (1,2,1) 或 (2,1， 
D. 

经 检验 ,这 四 组 解 满足 条 件 . 


第 五 章 高 斯 函数 
151 高 斯 函数 的 定义 与 基本 性 质 


LA 设 a=[z]-[], 则 cry<a 二 1, 自然 有 1zr 一 ?|<1, 反 之 , 取 工 = ау 


Фут, [14у]. 


2.0 (S+ ”" = (5+2 (6). R f (n) = (5 +2 J(6)" + (5 —2 /60°(пЄ N), W| 
f(n+2)=10f(n + 1) — f (On) = — f (n) Стой10). Ж f(n +4) =- f(n +2) z fin) 
(mod10). ff U ЦА 为 周期 的 模 周 期 函数 , 模 为 10. 于 是 f(1003)= 03) = – f(1) 


100.4 z 一 3n 十 r, 其 中 中 为 非 负 整数 ,为 实数 且 0<r<3 于 是 
fGry=[3n+r]+[6n+2r]+ [sa] +[9n+3r] +[12n+4r])=35n+ f. 
所 以 对 每 个 n20, ERMi „DLEA аита кы; 


ТОЖИНИ ACHRES АС), Г]. E 


函数 f(x) 在 [0,3) 上 有 以 下 22 Жк 


2,2,2. FEM жр f(x) 在 区 则 [0.3) 上 所 取 的 不 同 值 的 个 数 为 22, 在 [0 
和 
f(z) 在 [0w1] 上 所 取 的 不 局 什 个 数 相 同 . 在 [0,1] 上 /[(z) 有 8 KEK, K /zx) 在 [99， 
100] 上 所 取 的 不 同 的 什 的 个 数 为 8 +. 
RETA /在 [0,100] 上 所 取 不 
LA #@nxn=r Fz + Бгл 


олло AG). ВЖ n21+2+ +A) = АО) (Аси) ATEEN AMS 


ра] 


пакана 726+8=734. 
…<rww 均 为 下 整数 , 则 有 r 21, 22, 
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ха (Уау (Га 


AO тало 


Је) же amana 


n21+2+-- ФА (п) b r20. RH А (п) 2 


[22871-1] 
2 
SD 当 i=1 时 
š کے 2د‎ 
*DYG+T2GT3] [iG TS] V20 


% i258B.G+2<iG+5)<G+20GG+3<G+3 жн ИРУ ТСР) 
VGTDGT3< ГЕЗ. а &#[ /IG+5]*[ УСЕ 2) ОЗ], М # & n€ N. 使 得 
YGF а VG +2)GT3. T Ж Ии TFI, +2 <F, RM п'—3 
<<, к 3n DAREK, Y EN BF MR. 这样 我 们 就 江 明 了 当 i25 


Бари. ЕЕ 
М атэ = DOT] [GT] 


HEMEN о (к) +0x2+0X2002=— 3. 
HEN, #0 (ЕЖ n€ N. HH a EN., E а 
pucam << 


"ем нижа [а 


6.С фа =1,а:—2,4,.: 


+a =2а,1 


аа < Ай алта, Жао <. 


2. Маса: 


а=? 易 通过 数学 归纳 法 知 ou ETTEN 1 与 ana HAREN). an ж AR, E: 


Г FH HERA ass =a. а йа = 1, 


за ан гро, ER Азел. ЯЯ A=. 其 由 | [和 Jima 


kwa a n> FE! 
Жее о<А<л 5 n <A B ff Ati. 
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= 


asti um [faa о 
сов о<А<пн.аФА „9 ө n|A е. 8 о< 
条 件 的 A. 


DY п<А< н.ст т тыла [Ж]! 可 设 


一 r<n. 所 以 不 存在 满足 


[А] mB<n 十 1, 此 时 只 可 能 有 B= аы RADH i= nA 


= 
nT 
着 1r<n.M rln LA 不 为 整数 ,着 >п, 
PH ASm, 与 及 > 首相 巴 盾 ,所 以 只 有 r 一 1, 即 A 一 nn 十 1 
综 上 可 知 存 在 唯一 的 A 二 n 十 1 AR EZ. 


1927 
22 


n 


一 (4 一 六, 则 A= 一 m 十 1 一 


= 


2006). FERA n 


8. 由 44° —1936<2006—2025=45' {Ж kE (1,2 


(1,2, ARE SRS 


g | 


MVE эк = 


1 
ошый s 


2. т 
2X43 十 4 


киҗ=в + р— 

9.76804 #Ж,Ж{г}+1у)=1,И[х+у)=[т1 1,zvyER, 事 实 上 ,[z] 十 
[y]+1=r—(r+y—(yl+1=r+y+1—Cri+(y)=r+y m ВСУ) 
уйл Яй х+уЄ 72, х+у=[х+у].Ж И х+у]=тх+у=[х]+[у]+1. 


502222. 


02,503 


503 是 一 个 质数 ,因此 ,对 于 n=l 


305n ，305(503 一 四 _ 305m) ，| 305(503 一 内 
但是 503 + so 305, 帮 [503 )+{ 503 | 


14 


L u = ir, G41, 


503 503 503 503 
yı [3057 A E 
жи [рз 1з 


_ %їр305я1_ $1,г305я1, -305(503—л0-, _ ЕЗ 
s=2 [Sos ] (or Jl s03 ]) = 0291-7020. 
10.600 Ф f(x)=[2x]+[4r]+[6x]+[8: 
当 工 在 (0,1] 中 变化 时 ,7(z) 的 值 在 12 个 跳跃 


E 
2'8 


1,1 
ea 
晤 于，1 外 改变 ,所 以 УО) 1—20 PR 12 个 不 同 的 正 整数 值 . 另 一 方面 f(r+n)= 


f(z) 十 20n 对 任意 正 整 数 呈 成 立 ,将 1 一 1000 分 为 50 段 ,每 20 АТВ, ФЕ Ф, fC) 
TM 12 个 值 , 故 总 共 可 取 50X12 一 600 4" ft , # FF Й 1000 个 正 整 数 中 有 600 个 可 表示 
成 [2z] 十 [4z] 十 [6z] 十 [8z] 的 形式 . 


п.о) ажна x 之 1 


ТЕСЕН 


sI 
1 
3 
е, 
П 


(DW 218.4 хела ЖФ n€ N, юва нр] 


RENER y=rt t> 时 为 地 函数- 


1 
КЕЗ 
зва. пана рр 


1 
++ 


tl ntl)tl _ 2 
AMFI а я 2)" 


ас а =a, 最 小 ,加 一 和 一 


а, ~an»: 


FPES В, Ж а asa аза < 


(n+D:+1_ (+2 + 2n+3 
G+ ta Т 


于 是 当 n21 HF Db >b >b > 


‚ть 最大. 
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سڪ 


FA >1 HDA гаво). 


#*rewwas|+]U[ç 


12.251 RFE ar +1=0 = Ў а Ва М к=0<0,7(-+)> 


一 3 十 1) 知 可 设 一 1<a<< 


олоро <o ye p<. r >0( 这 里 f) 


一 二 于 <p<12VE<a<3, 由 于 уа) = За Hla 20 10) 00020, ФА < 


В,\а}<В. 


2 276 te -9 
а 


ЯУ. юа + =(о+8)'—2а8=(3—а)'+- =9 


-一 1 十 (8 一 az). LEA a >(I 8, а'+#<1. 


OL =+ +a (n =0, 1.2.0, о =3, =? +в+а=3 реа +É Fa 9, 
ена ™ Зиа ре (920). 

жю A Оса 1 жати. la FF ен = 1— [1 (e +E]. И Га) еа 
~1, (n=1,2, 0, k 17 |a" 17 |e. 1. 

现在 考察 (jj 在 模 17 E XT HE Жи. Ep E3 pa E, ST, 1 EL e 
a 16 j E5 оа = r 2 ри: ED «ji ED sp E ди O они ЯЗ rt S, 
可 见 在 模 17 Fiut 16 为 周期 的 模 周 期 数列 , 即 pnw 三 pn(mod17), 故 可 知 


17 |[ a" ]eən==4 成 12(mod16). mÆ 1062006 时 .有 [人]X2+1=251 An R na 


9 


pn =9, 


4 #. 12(mod16). 
13. 证 : 设 MEN, om B ЖЖ, HEVE Dra E+ yar RP tarn €N. 
册 二 项 式 定理 知 (V2 一 “=z E 


+A y. <2r.y, 
| BK yata 
| 4 n= لآ ہل‎ а 


M. + кя 


э +1,&[/?х„у„1=%. 
УЗх„у„1= L BR EHA а, 有 无 穷 多 个 ,命题 得 证 . 
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s= [ne fE] [Vi] 


ERRE бачен 


于 是 > rir} > = 


ыу: a E E maah 
а+р= Е 1+ 1) +++] 


lyse, 


[atiti g + 


着 


=+ 1>3(4+ 直 ) > 


птоза +з#+-{ф{>жзл=з ЗЬ. 

所 以 ODE HA N n +R HI =3 ЗЕНА ЗА 20+ Dau. 
XE N /O)=2. Ж f(n)J5 А a, = 3n —2n 的 项 之 外 的 所 有 正 整数 . 
15, 首先 证 明 一 个 等 式 ， 


мизе] 020-0. Ф 
ж т=[т]+а,Ж 0<а<1,+ЖЖ 

[т] + J” со Ф 
[2z]—[z)=[2(z)+2e)—[[z]+a)=[zJ+[2a)— [la], Ф 


ааа Баса 
4 0<а< h в.а 1<1, 0<2а<1, FE 
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[8] 90281-07, АГа р] 0а) Соја a. 
жаі aS t <<<. FE 
[tz] ele- ER [etg Jla Celit 
因此 人 式 成 立 ,由 四 可 得 

5187 


же] [#т+т] J-e J] 
AEE eee (027-0205 


于 是 有 
而 当 Aco 时 ,对 团 定 的 mn<<24 A[z] 9. 


55.2 高 斯 方程 与 不 等 式 
LD 显然 >0, 由 对 称 性 不 妨 设 >h rA r>, час o,[r]1 


1 ا‎ 1 1 1 
[z] 88 заа. щй 0<г<1 Нате 3x<41 汪 <z 忆 计 为 原 方 和 


юш. 

2B #1271=а, (х) =, h '—[л*]={т}* Hato iat], 

W(a+b)'—a'—[# +2ab]= 2. k 2ab=[b + 2ab]. 

ЗГА 2ab€ Z, fi 8 2ab€ Z Pt, й OBI 知 05 <1, k M 2ab= [b +2ab), 
这 者 味 着 工 是 方程 的 解 全 2a0E 7. 对 任意 aC {1.2, .m-l ,都 有 a 个 0 满足 要 求 ,加 
Егет, mm-DH КИ. 


3.C BFGF KF XERE ЯСА, ия k 


та я ,тзхт<ив<?зхв. ж) 7, it [r+ 05] 709, [056] 8+1 
1р9), 7(m— 18) 8091 — т) = 546, # т=з. #5] 7, 即 6.44 <r< 


паа [ее] В, 7.43Sr<8. 43, # 7. 43<2,< 7. 44. P (100ғ]=743. 


4B #{3г+1]=/.И r HERE KBGH Ф 
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0 


于 是 厚 方 程 即 为 (=2r 一 二 


将 上 式 代入 四 中 可 得 0 了 
a کت‎ 

т—+ухи<-т ° 

由 @ 及 1EZ 知 :一 一 2 或 4 

2 时 ,一 一 训 1 当 4 一 一 3 时 


(RC ИШ 


S.B HF [1 ]=2006,F Ж ,2006< 10" <2007, LE << 19. 8 0. 00049850 


w = 


ЕЕЕ 


2006 


Сов кезинен, онт [FÊ =F, к=1 Вт 为 素数 ,此 时 не, 


(2) М n= SRF (K€ МЖ,» 
УЖЖ. n=6. 
(3) 8 я=5Е+2(#ЄМ) Н, 


шт отто HEK. BAAN REN. ms t a. 
چ‎ 


езы + 2k=k(5K4 2), 8 k= от 


сыр З езе а-на. 


SR++. 


(On ™=St+3CRE NH m= 
З =0 m-l, i ЄМ Ñ m HEK. 
снезе ма m= [SESE 
У k=0 时 ,mm 一 3 为 素数 , 当 上 为 正 整 数 时 ,mm 为 合 数 , 此 时 n=4. 


танов Ak. ,这 样 HARF N. 


J ttt 


ME тє—1,И 3*—[х]&<3х—х+1<0;‹2›#—1<х<0,Щ 3x 一 


[х]>з?-х>3х— TZO O<, M 327 
П 


[zJ=3r' 161,03) Ф 2>2. 37° 


—[х]—3*<3,(65)# 19622,09 3'—[r]=3r'—1=3,r 由 此 知 方程 只 有 一 
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8.z 一 1+2V7 或 z 一 1 十 2 V10. 
E 


=4y'—4,9 4y' 


у. 22 —22—3= 00—10 


3у]. Ж у —1=3[5]<3у. E у —1=3[y]>3(Gy—1 й yy 13у 得 一 2 


З ЛЗ y yo-o у> й < 3, 


0.02, 3. 
LM у—1=3[у]# у= 2.401 着 [y]=0, 则 由 一 1 一 3[y] 得 y 
= ELF! 着 [y] 一 2, 则 y=V7, 着 [y]=3, 则 y= V10, 综 上 ,> 一 V7 或 V10. 

所 以 r=1+2/7& r—1+2 10. 

9.z=1, V33, VA? 

Са) етее ip Ж Шз S h 1+7=8, k n>0. 

B n&<z<n+1 ff m +7&r'+7<(n+ += n +2n+8. 

R n! +7SÇ8n<m +2n+8. ИЙ nî — 8n 70, E п'—6л+8:>0. 

М 1612 RALLT, k n=1,5.6,7. REH т°+7=8,40,48,56 Ж r= +1, 
+ /33,+ AT, +1, 

BA п>0, Ë т>0,&Я Ж z=1, /33, /41.7. 


ı0. [1 + тыч) 

由 题 设 ,x 必 为 整数 , 当 т<0 H [ar] Саза, Bl 2220, Ф lal =a (а). ЖЖ 
HA х= ах) = Га) + lar], B f[a]21,& ЕЖ їө[а]=1,Н{а}т<1,Хй% r 
=оюнйкек+. 


йй rch н ЕЖ 2л ТАЗ Ай 0а) 


1 


mi+Ñ1 


<a<1+ 7 


11, аА F,REZ} 


tan г 2 
4 тапт=у,Й й 2сов' ге создт+1= TE اراھ‎ += тту> К 


2 


ткн RM 1<[у}<1 #[y]=1. A 6 y=1, 


[у]>1,+# у>1,® у>1 EÉ ST 
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W тапт 
12.@ [log:1]+[log,2]+ = +[log.128]+ + [log.22]J=2X1+4X2+8X3+ 
16X4 十 32X5 十 64X6 十 128X7 一 1538, 于 是 [log:256] 十 [log:257] 十 …+[logsm] 一 2006 
一 1538 一 468 一 256X8, 而 81468, Җ + ff £ ñ Ж # ft л. 
13. 解 ; 令 [z] 一 mv{z) 一 ay, 则 x 一 n+avaE[0,1), 则 原 方程 即 为 4 天 一 40r 十 51 一 


— 40a, A aE [0,1) ,所 以 一 40<4r: 一 40z 十 51<0. # #267 12а, 


MALIL? н,п=1,'—40+51—0.% ЖЖ, 


(2)2<1<3 H ,[rJ=2,4r' —80+51=0,. 


соза Т неза 100510,2 е а 

wB Wnet -20510m 84 7~ E), 

(1<8 н ın = 7,441 = 280+51 =0, Ёсе + 1-2), 
269 Z, 


вва lał n= 8,427 —320+51=0,. (全 去 了 = 


URTEREN min -Vn E, E E, 


14. 解 ; 题 中 条 件 纪 对 一 切 mE N. уж k +72006 Ф 
я É кєм. {RI # + py <2007 Ф 
Феж- FE N, Ж k'— 2006k" +n>0, 

M CR? — 1003): +n— 1003 20 Ф 


因为 [Vi003] 一 31 ,而 31 一 1003 一 一 42,32 —1003=21. 
KORA RE LI 32 时 最 小 ,因此 (en>2006X32 一 32' —1024X982, 
XENDEK REN, (H — тү а (207 


上 式 左边 也 在 类 一 32 E карл 一 1024X983. 
Ë n ЖЕ 1024 X982<n<1024X982+1023 的 一 切 整数 . 
15, ЖНЕЙ ась. 


b z—1<[z)<= ЧЫНЕ + < 


apn! <0, 


ab<2,~ab<a +b =e — at <2ab. 


HA t — (a? + DbÊ—2ab +a? —a* <0 
b= (a ОБ +ab+a1—at >0 
在 四 中 着 za +2, | b — (a? + DP —2ab +a? –а 
Balha’ 1) —2а]+а? —a: >b(b— 2a) +a — aî 
(ba)? +a — 24264 —a+2) +a? — 2a 
=(a—a +2)" а Жаа 1) = (a° +2064? —2a +2) +a? (a—1)>0. 5 DFM. 
Koat 
EDP SADS а +D Harta 
当 а22 时 ,有 f(—a)= —a— la Hla —a' 
а'—а'>0 B f(a) =а (aî +2а—1)<0. 
#(—а'+2а—1)<0,/(а! +1) =а(2а*—а+1)>0. 
因此 方程 f(z)=0 的 三 个 根 在 区 间 ( 一 a,0),(0va),(av,az 十 1) 中 各 有 一 个 . 
Жой арса? в}, f(0)<0 SOOME A Sa H, 
B a=1 ROR A b =2 +620620010720, Ul >2 =a? +1. 
& 2 kia ⁄$92)238O2a +. 
由 Ба +1 R b22at +1 e bma t], 
ьа КЛИКЕ 
[宇和 [和 tt 
YaN, ERM H a tamata HD REER. 
当 a=1 чккв»[т]+[11]-[1+түка+.ввйх. 
因此 ab 时 , 原 方 程 的 解 为 6 一 :二 lvaE N- 
故 原 方程 的 所 有 解 为 6 一 a: 十 lvaEN, 或 a 一 太 十 1OEN. 
$5.3 高 斯 函数 的 应 用 
Т.Ж: z=l0pltq.p.q ЖЖ B 0<q=9. 
т] [2+5] 
aafo J [2+9 saa р—164=0 HDR p(q#0 H), 2—10. 
Ж 10(q=0 DR 90490 BD, 


өө 
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lg 
ЕЕ 的 值 为 1(g==1 HDF 00451 в). 
eal 


于 是 f= Рр +169=1 时 ) 或 fEl 时 ). 


故 可 知 f(x) 的 值 即 为 + 的 十 进 制 表示 中 数字 1 的 个 数 ,所 以 当 0 志 了 志 2006 时 ， 
fOe) k KO AEH хт. 


2. 解 :所 求 最 大 正 数 c=. 
着 c>0, 则 对 mEN A (n /2) >. 


"al mEN, R 


Yim =з" HED 
= 二 (VE+ TH 


HF 062—1) 01, 
Мањ) Тн (F-1), Vm) 6098, 


„[©2+1›''+62—1)›"'']62—1)%'' LFA 
пт) 8 E 


Жой ke оов m е. 


于 是 < 


另 一 方面 , 设 m=] H n /22m>n 2 —1. 

Ай 121" —m Sm (1F) (т (н). 
于 是 对 一 切 mnEN， 

(т) 2-14. 


2 2: 
综 上 可 知 =. 


了 3 证 : 设 户 是 不 大 于 nn 的 任意 一 个 素数 . 
则 户 在 n! HERSH 
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如 果 plb, 则 户 在 分 于 中 的 次 数 宇 n 一 1, 再 分 母 中 户 的 次 数 生 n 一 1, 于 是 分 母 中 的 素 


因子 户 可 完全 约 去 。 


如 果 р р аа, atip Db peA Ek nA aab, 
at(n_ Db 中 至 少 有 [ REH 整除 ,同样 ,至 少 有 [ ] 个 数 能 被 p 整除 ,等 等 。 


+ 
所 以 р Ж $ аба+Ь) Гаі (п ОБФЖ k зж 


因此 分 母 中 nl ЖЕК 户 可 被 完全 约 去 . 
E Laka +) (a Ња-а +09120] 
1.0 т! 中 含 因子 2 的 个 数 为 | 
=p t Ë 
0) тата. 

пон) 27 
Жа=3"“,) m=2°—1=(2*—1—a) + 


4. $ m 


ee Баст). 


2220067“ > 20062. 


SN ТАШИЖ FEAR ЕДЯТ mHE, Om- 
упт 时 ,结论 显然 成 立 . 


тат ои 1а) [m+ Ë =m. 


“¿L TEE ОР L Os сг 
FR anı =a, ау (m+ E +4. 
m+l,# детті H; 


aR ажет, 8 SmI Bt. 


因此 数列 有 1 项 的 整数 部 分 为 1, 有 2 项 的 整数 部 分 为 2,…, 于 是 整数 部 分 不 超过 


19 的 项 有 


=190. 


п+2+3+--+19= 19520 
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而 аы =20,Җ # n>191 H ,a, >20. 


6. E4 соя) = VIFT FE # Ж +T E 6k tk. 


则 Барт hm + 60), 
WA bin Dbm), Ф 
= - + 
atti kX 二 一 2m(mEN) 知 当 大 一 四 时 十 大 取得 最 小 值 2m, 即 对 正 整 
# m Ж b(m') =2m. ° 
АЙЕ m BARS Ает 或 上 一 mm 十 ] 时 ,上 十 下 一 下 取得 最 小 值 m+, 
bm т) =2m+ 1 Ф 


#Ф.@,Ф@#Гә‹л›]=2т,® т" пт? +mi[b(n)]=2m+1, 8 m ти От 
+D B 0 ос = унта - Нав, А 

сот 10) = Vim =3<2m,c(m (= Vim T 1>2m, 

cm +m) = йт +Ат+1=2т+1. 

由 此 知 [c(m)] 三 2m, 8 т пт? +mi[e(n)]=2m+1, 8 m ти m], 

RDJ len] /4n+11. 

3. 解 :注意 到 |A| 一 ”一 1,| 召 | 
ЛА ФелПВЕ A. 

必要 性 :着 了 与 5 TRETAS 有 公 因数 d, 则 由 mn 三 r 十 s 可 知 d 也 是 r+ 与 5 的 公园 


- Ti Ж ANB=Ø. 


=1,|M|=n—2, ÉE r+ s=n. k A 8 B 构成 M 的 ~- 


充分 性 :假设 ANBA, вка | 局 |" p.k Ф1<а<у—1, 
ар ЖЖ. 由 于 上 和 * 均 与 m ж Ж," н Кіе 


5 一 1), 于 是 pcpr pecto 
相 加 得 p<a 十 0<- 户 十 1, 即 两 个 整数 之 和 介 于 两 个 整数 之 问 , 矛 盾 ! 故 充分 性 得 证 . 


гт 


.证 :对 任何 hE (1,.2,-—,m—1). ië mk=n| [es [mkt net. ,2 一 1 可 
得 出 以 下 几 个 结论 : 


(Dilmi d= # г, Ж ЖН, {лут}, сег) ={1,2,-е,я—1}. 
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Dwz =BGQ=1.2,-.n—_ D: 


《3) 由 гт. Ê (mod2). 


жез 
由 上 述 结论 知 * 一 


DRSI, 2 nD). 


161 用 无 穷 递 降 法 解 不 定 方程 


1 解 :假设 方程 有 非 季 整数 解 (zi ,yi шм), ri Fy =3 Fu). Bf 3| (ri + 
У). 3r 或 3hy4, 则 如 十 六 三 1,2(mod3), 这 种 情形 是 不 成 立 的 ,所 以 必 有 3|z1,3| 


Н Зк + Gy) =3 +). uf Ff =3(аЇ+ у), ТОКТУ 


oye) EFF E Ме uj Fu +z + yi <r ути to, KL R ft E 
的 变形 ,所 得 解 的 平方 和 都 严格 池 减 少 ( 帕 这些 都 为 整数 知 至 少 沽 小 1). 这 显然 是 不 可 能 
的 ,所 以 , 原 方程 没有 非 稚 整数 解 . 

2. 解 ;re 一 mW 一 zx 是 方程 的 解 , 设 方程 另 有 解 (r,yvz), 若 ,yz 中 有 三 个 或 两 个 奇 
数 , 则 х'+у +: =2 或 3(mod4) ,而 xy* 三 0 成 1(mod4), 这 显然 不 可 能 ;着 x,y，x Р 
有 1 个 青 数 , 则 ry 中 至 少 有 一 个 偶数 ,于 是 ry mol modi), fg r +y +m =l 
(modi) FR ооу 必 都 为 偶数 


设 п Ee Суза AENOR HOn + (25у + Ony = 


Urny) з Буа алу, k 3 EE 3k А 整除 , 则 уос 必 均 为 偶数 (否则 


x 


a =.= БЕЛҮ 


Утаа R 2 җҖ Зоб) Ж Ж), РА т, =® 
HH E KR B Or)? + (2y) + Or) =4 + (Ary. ri Hyi Fz = 16yê. 

айк кине. АУЗ ЛЕЯ ВЯ) hinh А asza 
但 是 任何 非 零 整 效 都 不 能 被 2 的 
=0#% 


a= hy 2D, = 


HARPER HU х,у, 全 为 0, 这 与 假设 矛盾 ,所 以 原 方程 只 有 到 一 3 一 zx 
一 一 组 整数 解 - 


了解 : 设 (avbvcvd) 是 原 方程 的 一 组 不 全 为 地 的 一 纽 整数 解 ,显然 61d, 令 asit 
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入 原 方 程 可 得 62:35 t =de 3|c. ik a= FRR 2а +e +3 =od FE 


REGEN ЖЯ 227 у +38 = Ow 没有 使 w>O 的 整数 解 ,否则 必 有 一 组 解 (z,y，z， 
,使 由 取 最 小 正 值 , 由 于 +34 为 偶数 , 故 y 与 = НЯ, ун: ЯЯ. у 
z’ =1 (mod8) ,10u? =0 或 20mod8) ,而 2z +y +3 =4 Ñ 6(mod8) F H fE ¥$ F 10u 
FMA r Fy +691 = Бил, Н r йш 必 同 


1(mod8) .2y =0 ¥ 2(mod8) ,6# =0 或 6Cmod8)， 
或 3 或 7(mod8), 不 可 能 有 Sut =a 251 +641, + 


BAK y 5 e ФЕЯ, а= 


奇偶 ,如 果 工 与 im ЕЕ ФЛП 
Би? =5(той8). Ж 2 +25 +6:1= 


是 工 与 由 同 为 偶数 , 设 工 一 
w 的 定义 秘 盾 ,进而 知 原 方程 只 有 解 4 一 0 一 < 一 4 一 0. 
4 证明: 着 a=b, 则 = 


те у МЖ 2r yî +3d=2ul, F Ош ш, В 


则 (ai 一 D12 E а'—1>0. 
所 以 好 一 1 一 1 或 2, 但 这 与 EN+ 隆 盾 . 
所 以 ab, Ж а>. 


论 哪 种 情形 ,都 有 人 一 
FRE Ca bE Е 一 人 的 所 有 有 序 二 元 数组 中 使 6 十 6 达到 最 小 什 的 一 组 。 
Ге к Ы ГРД а 
шарта kb. atb +00 Ф 
MORN XOF a 的 一 元 二 次 方程 , 则 出 韦 达 定理 知 该 方程 两 根 为 ahb 一 a) 且 好 一 
一 人 >0, 又 的 一 aEZ. 所 以 好 -eaEN。 Тое t CILT 


а 


акык Ө үн а) яд at =s 


ЖЕТА А 
sS. 证 明 : 原 方程 组 为 
yti 
г-у 


өө 
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假设 存在 正 整数 ryze 使 ,四 式 均 成 立 . 
则 由 四 十 四 得 :2 术 一 中 十 寿 Ф 
因而 工 与 + 的 奇偶 性 相同 . 将 四 式 变形 为 

z+’ “a ш 

(z)+( z) ® 


不 妨 设 工 与 + 互 质 (否则 由 四 ,四 两 式 可 以 推 知 y,z HEROE NER Ey. 


z 


E E RRT atir I 
一 1 于 是 由 多 股 数 的 知识 知 在 在 mnE N+ ， 
Стату отоп f R fk RETÊ e ZT omnt? =r) @ 

ФАО 0 атп (mn) © 


ORP m.n.m+n,m—n ЖЕЖ, ЫЯ # a,b,c d€ N. ,使 得 


отла тпа. 


=, 则 由 原 方程 的 一 组 正 整 数 解 (z,yvz,t) 可 以 得 出 一 组 新 数组 
(dvbvave) 且 ax 一 1, 则 由 无 穷 递 降 法 即 可 以 得 出 下 质 . 

所 以 方程 组 ,四 没有 正 整数 解 、 

6. 提示 :我 们 先 可 假设 (rvz) 一 1, 进 两 可 以 得 知 x,yvz 两 两 互 质 , 男 知 < Я. 
НК h RH be а БСМ, ,有 зата +, ЖАЯ 
题 5 的 结论 便 可 得 出 乎 质 . БЖЖ MFE а ЄМ. Ж z =a Hh r даь F 
是 + = (a FO) ye — а LEL 5 的 结论 即 可 . 

ТЛЕ Созу) ЖУ E х*+у'—19ху—19=0 © 

的 一 组 整数 解 , 则 显然 天 0,yo 天 0, 并 且 19(х,у,+1)=л%+ у017>0. 

由 此 即 知 zhyo ZO. 必须 同 号。 

不 妨 设 r. 均 为 正 整数 (否则 分 别 用 

将 (*，) 式 看 做 关于 工 的 一 元 二 次 方程， 

2—19 * r+(W—19)=0 Ф 

则 r 是 D 的 解 ,那么 由 书 达 定理 知 中 的 另 一 个 实 根 为 :I 19у, ло. 

由 于 res EN, HAr EZ hF EDRI MA yE OREA D o r 
与 ye 9.8 r EN.. 

19 


又 由 韦 达 定理 知 :一 усло. 


一 ye RE Zo,yo) ,并 且 zzy. 
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RAH CODE RAE ERN Cyd Sy) f FH EHF ЕВ (ут) 
Goz ЖЕ у+а'<х+у. 
将 这 一 过 程 无 限 地 进行 下 去 ,每 次 新 得 出 的 一 组 解 中 两 数 之 和 都 严格 地 小 于 前 一 组 
解 中 两 数 之 和 ,而 这 些 解 都 为 正 整数 解 , 这 显然 是 不 可 能 的 
所 以 原 不 定 方 种 没有 整数 解 . 
86.2 无 穷 递 降 法 的 其 他 应 用 


1 解 :假设 /5 不 是 无 理 数 ,那么 存在 正 整 数 a16 合 得 如 一 V5, 即 好 一 5a: h k B Б 
РЕТТЕ =, # (Sb? Sa ЕЕ и ERT A a Ж5 М 


倍数 , 设 a= €N, JRIH (5а,)* 58, ЫШ bi = 5а}, + R f. X B. Я T Cb; saa 


b END, f # ТЖЕ bta <a +b. # Eitt ERR fi T + , ИДЕН + 
盾 , 由 此 可 以 得 知 VS 是 无 理 数 . 
2. 证 明 ,对 于 任意 一 种 分 配方 法 ,如 果 存 在 两 条 公路 F.W. f A 


А 
F,W, 2 (p W 2), Ф SiS, 1Sj imn HiAk jóm. 


在 这 种 情况 下 ,我 们 作 如 下 调整 :去掉 公路 FWA E FW A 
F,W. 和 FW 此 时 有 F.W. + FAW, > ЕМ, + Е,У „Сй + Fi, Fis 
НЕ, Wi W: М. 中 无 三 点 共 线 ,故此 处 必 为 严格 的 大 于 号 ) 如 #, 
肾 调 整 后 仍 有 某 两 条 公路 祖 交 , 则 再 作出 如 同上 述 的 调整 ,每 经 过 一 жат 
Жай,» 条 公路 的 总 长 度 都 严格 减 小 ,而 公路 的 分 配方 式 共 有 nl 种 
(有 限 种 ), 放 上 述 递 降 过 粒 不 可 能 无 限 地 进行 下 去 , 必 在 某 一 次 调整 后 舍 止 ,那么 ,此 时 
所 得 的 分 配方 式 中 ,n 条 公路 两 两 之 隔 才 没有 交点 。 

3.EM Rk M= (ААА. ШАА A 不 全 共 线 ， 4 
MEERA А ЄМ, itj EE A, € М.Ж A, AFR 
FIRED. 定义 集合 二 {点 A, 到 线段 A,A, KERNS jkn 
ijk MARSA A A ZA TB) ff RÉ B AA геј TOM A 
НЕЕ M 1 АЖЖ# А.А, 上 ,不 妨 设 这 点 为 4j， 如 第 3 题 第 3 题 图 
Ей AOLAA KRE E EAA AeA FURR 
NA AA Fi FBR A Ж A.R A A 在 直线 AO 同 钢 ,不 妨 A, E 4R ОА, 上 ( 包 
HR ROR А, 到 直线 AA, 的 距离 不 小 于 点 ORR BR А.А, 的 距离 ,小 于 A, 到 直线 
A,A; 的 距离 ( 即 为 A0). 由 此 我 们 由 一 个 “点 线 组 ”"(A ,AsA,) 得 到 一 个 新 “点 线 组 ” 
‹А,,А,А,›Ж E аА А АО РАСА GAA) OË P АСА ААОЖЖАА 到 直线 A,A, 
的 距离 ,A, ЖЖ ҖЕ АА, 上 ). 反 复 进行 如 上 担 作 ,可 不 断 地 得 到 新 "点 线 组 "其 中 "点 ” 
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BR” ЕЖЕ ЖААН ЖЕ O. 由 此 可 以 得 知 DD 中 有 无 穷 多 个 元 素 , 而 事实 上 口中 
ЖМ СС. 矛盾 所 以 ,M 中 的 所 有 点 共 线 . 


4. 证 明 :用 反 证 法 证 明 , 假设 集合 M 是 有 限 点 集 . 
在 点 集 M 中 任 取 两 点 入 ,BB, 依 题 意 知 存 在 线段 CD, 使 点 日 为 
线段 CD 的 中 点 (其 中 ,DE MD) 如 第 4 题 图 


若 忆 在 直线 AB 上 , 则 口 也 在 直线 AB 上 且 C,D 中 至 少 有 一 点 ^ р 
与 A 位 于 直线 AB EAB 的 异 便 , 不 妨 点 ОРВА 位 于 点 BB 异 侧 , 则 第 4 题 图 
有 AD>AB, 由 此 ,在 这 种 情况 下 ,我 们 便 找到 一 条 以 M 中 的 点 为 
端点 , 且 长 度 比 A 更 大 的 线段. 

着 C.D 不 在 直线 AB E.B Ж 4 且 至 A', 使 AB 一 BA', 连 结 A'D, 则 A'D=AC. 

从 而 ACHAD=A'D+AD>A'A =2AB. 

N AC,AD 中 至 少 有 一 个 大 于 AB, 即 在 这 种 情况 下 ,我 们 同样 找到 了 一 条 以 M 中 的 
点 为 端点 且 长 度 比 AB 更 大 的 线段 。 

综合 以 上 两 方面 , 知 无 论 哪 种 情形 ,我 们 都 可 以 找到 一 条 线段 AD Hk AB 更 长 (A,B， 
DE M) .反复 进 行 上 述 过 程 ,我 们 可 以 不 断 地 找 出 更 长 的 线 向 且 这 些 线段 的 峭 点 都 为 M 
中 的 点 ,而 以 M 中 的 点 为 端点 的 线 役 只 有 有 限 条 ,这 就 导致 了 和 矛盾. 

所 以 M 必 为 无 限 点 集 - 

(本题 中 ,通过 "无 穷 递 增 "来 得 出 子 盾 . 事实 上 ,我 们 也 可 以 将 上 述 过 程 看 作为 所 得 
新 线段 与 以 M 中 的 点 为 端点 的 线段 中 最 长 者 的 距离 不 断 地 减 小 ) 

5 证明 :根据 题 设 ,我 们 可 以 得 知 避 a(k1,2,3,…,2m) 必 为 偶数 


nl. Ša, жа, RRM. 
няя ван Бо 为 偶数 ， 


由 此 可 知 对 任意 &E (1,2,3, 

显然 qi тазза КСБ va: ras, 
这 与 前 面 的 结论 巴 盾 )， 

这 样 一 来 ,号 ,空谷 都 是 整数 , 且 仍 满足 题 中 所 壕 性 质 - 


CCT 
ggg ы 


an 
7777 ВАЖИ. 


ПЕЕ 


重复 上 述 讨论 可 知 ,对 任 一 正 整数 m EA: 


由 此 就 可 以 得 知 ,a =a. 
到 证 明 : ае ая 


певна РЕ Трай кетин. 


a =0. 
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ЗЕЙ (ИЛ Ж# 1 节 习题 5). 

下 面 证 明 原 命题 : 

用 反 证 法 ,假设 存在 面积 为 平方 数 的 名 股 三 

设 这 样 的 一 个 三 角形 的 三 边 长 分 别 为 a,b,c. (其 中 ab 为 这 个 三 角形 的 两 条 直角 边 
长 ,c HAAK) NA 

at=’ bab 为 平方 数 . 

H SRE Rie # u,vE N. ER c= а, Н ати u b= uu П T 
UFA abe BM 8 J.M LL Mi ЕХ Т. ЖА (ио) 1 Eu Sv ERD. 

HH NRE RAPER A uu v), P шоби о) (uu) ФУ. 

由 于 и» ER Ru, RF Re RD u,vsu 十 vwu 一 v 两 两 互 质 . 

进而 知 uvuvu 十 bu 一口 都 为 完全 平方 数 . 

Rums umf v= 所 一 v= CRF зм.р.дЄМ.). 


СЕС 


则 有 如 下 两 式 | ， 
NANIRAHAN. Buxsaunssyañsns 角形 . 
MEE HARKER 


57.1 格 点 的 定义 及 其 分 类 

LB 考虑 以 A(0,0),B(0,1),C(1,1),D(1,0) 为 顶点 的 正方 形 ABCD, 其 内 部 不 存 
EHA КИК n>5. 

男 一 方面 , 模 据 格 皮 的 奇偶 性 分 类 ,可 以 分 为 如 下 四 类 ;( 理 , 奇 )\( 青 , 偶 )，( 偶 , 青 )， 
《 偶 , 偶 )， 凸 五 边 形 的 五 个 顶 友 中 必 有 两 个 属于 闻 一 美 \ 则 这 两 个 顶 皮 的 申 尖 也 是 格 志 ， 
且 这 个 格 点 在 凸 五 过 形 的 内 部 , 故 所 求 的 n<5. 

20 HER пет, EA ну D=z—10 EHA (107) ,还 经 过 格 直 (10 十 
m(21 一 DvDKtEZ), 故 由 杰 的 任意 性 知 , 所 求 的 直线 有 无 穷 多 条 

MA 由 直到 直线 的 距离 公式 知 , 格 上 起 P(r,y) 到 直线 LHR A d= 
53y 12| 


5/34 
而 xz,yEZ, 所 以 15(3y 一 57) 一 12| 的 最 小 全 等 于 2, 效 的 最 小 值 等 于 m 


4B MCFEA ANH =F. 


1 


ЮЕШСЕЯЙЛ# А AC.) BOs ya. С —/2)* + Су, IF =F (r 
VD H Су, —/3)* 

ДЕЕ ЖИ 2420 0 +2430 у) Сану) ау) =0. 

W r= riy у 不 可 能 同时 成 立 . Ff 2420. — т.) 2430: 0) 900 34 
理 数 集 ) 这 与 上 面 的 式 子 相 违 ,故园 CE $ET - 18 A. 

又 国 为 当 r 一 VS 时 , 园 C 经 过 原点 ,所 以 国 C 最 多 经 过 一 个 格 起 . 

5.0419) EAER o<r<k,0<y<k A HB k B (k+ 1), X 44: =1936< 
2006,45' =2025:>2006, ff L f& 9 Jy 2006 H A A f # Ж 44 BÛ EFE 44, E 44 为 
偶数 ,所 以 应 由 点 (0,44) 向 右 数 ,又 因 2006—44' = 70> 44, Ff L ¥ Ж 2006 ® ЖЖ £ 
标 为 4, 纵 坐标 为 44 一 (70 一 45) 一 19. Ë f& # 5 2006 的 点 的 坐标 为 (44，19). 

6.16 ШС 10| 10201-10972, 

KAIDI], 01212.09 0<1у1<2, 

#ёйй‹х.у\—(—1,1),(—1,0),(1,0),(0,+1),(—1,+2),(1,&2),(—2, 
士 1),(2, 士 1) 是 满足 原 不 算式 的 16 TEKN. 


77 由 已 知 ,A 表示 以 点 (3,4) 为 贺 总 为 半径 的 图 及 其 内 部 ,而 旦 表示 以 (4,5) 


为 图 心 , 吕 为 半径 的 图 外 部 ,其 中 有 了 个 点 (1.3),(1,4)，(1,5)，(2.3)，(2,2)》，(3，2)，(4， 


2. 

В. 证 明 : 设 p r.) 3 ЖУ ВИТА Д СІ, у), (r yil), EK 
(zy)=r 十 2y, 则 户 与 其 相 邻 的 点 对 应 5 个 不 同 的 值 ;z 十 2y,z 十 2y 士 1,z 十 2? 士 2, 这 
是 5 个 相 邻 的 整数 ,其 中 有 且 仅 有 一 个 能 被 5 整除 ,于 是 令 * 一 {(z,?)1zrEZ,yEZ,517 
Hyh N s WAHR. 

9. 证 明 : 设 整 点 八 ABC 是 符合 题 意 的 三 角形 . 

AABC h Z% Fi AA, BB, ,CC, 把 这 个 三 角形 分 成 6 个 三 
яж. 

位 于 人 ABC R Wk $A T 至少 易于 这 六 个 三 角形 中 的 某 
一 个 ,不 妨 设 工 在 AAC,S 的 内 部 或 边界 上 ,但 不 在 边 AC, k. 

以 顶点 及 为 位 似 中 心 ,位 似 系 数 等 于 2, 对 人 ACiS 作 位 仪 变 第 9 是 图 
PAHAABD IEA ТЕВЕ НЖАТ T EAABD 的 内 部 或 边界 上 ,但 不 在 边 
AB k. 

因为 在 AABC 内 只 有 一 个 整 点 了 , 则 TR #&ЛА,ВО 的 内 部 或 边界 上 ,但 不 得 


Ate. 
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注意 到 BA, 一 AlC,SA, 一 AD, 所 以 AA,BD 5 ЛАСЅ ЖТА 对称 ,于 是 Tk + 
人 A， 的 对 称 点 也 是 整 点 ,并 且 在 全 ALCS 的 内 部 或 边界 上 ,但 不 与 C 重合 ,由 于 在 人 ABC 
内 只 有 一 个 整 点 ,于 是 在 人 AC)S 5 SACS 内 部 或 边界 上 的 这 两 个 整 点 应 为 同一 个 整 
点 ,这 个 整 点 只 能 在 人 AC,S # ЛА,С5 的 公共 顶点 S 处 , 即 工 与 人 ABC 的 重心 S 重合 
《本 题 还 可 以 用 下 一 节 的 格 点 多 边 形 的 面积 计算 定理 证 明 ). 

10. 考虑 格 点 (ii)(iEN) ,这样 的 格 点 显然 有 无 穷 多 个 ,它们 都 在 抛物 线 y=r (r 
РО Е.Ф ЕЕ АЖИ А. АЖА ФЕ ЖИ А MG, i), M Gj’, И |MM,| = 
У@— + = 10) e VOF FIA Бура TEREFA 
数 , 则 |MiM, | 一 定 不 是 有 理 数 . 

57.2 格 点 的 计数 

LC 设 三 角形 三 边 长 为 整数 ryz, B TSySz, 则 = 
此 ,只 项 求 出 由 直线 ?一 12 一 z,y 一 11,y 一 工 围 成 的 
即 可 ,容易 算得 所 求 整 志 个 数 是 36 4. 

2.C 满足 题 意 的 整 点 是 由 直线 у т+8,у=т—1,у=9 图 成 的 三 角形 区 域内 
《不 含 边界 )， 当 АСАУ ,9 СУВ, 可 取 8 一 (9 一 人 ) 十 1 一 和 种 值 . 

¥ r=kG6<S<kS8) N ALES, y 有 9 一 人 种 值 - 

ААА ДН 0-р 20. 

УВ тужен ЕНА, 02—199): +y =199'. 

¥ Су) = (0,0), (199,199), (199, —199) , (398,0) #79 4 Ж. 

Ж узё0 Н узе +199 时 ,y 5 199 互 素 ( 因 199 为 质数 ), 此 时 199,у,|199—х|Ж— 
组 钓 股 数 , 故 199 可 表 成 二 个 正 整数 的 平方 和 , 即 199=m' +m. 

199 一 4X49 十 3, 可 设 m=2k,n=21+1,kE Z LEZ. 

则 199=4k HAF аА. 

这 与 199 为 4d 十 3 ЖКТЕ. EHR O ER HEA А (0.0), (199,199), 
(398,0). 

4.9801 K(z.y)& W AOAB A 5 B З y<2z,y2>0,z<100 B х>0,# а= 


„2#—1,& AOAB A k Ж # A Š 0—1) —99: —9801. 


l,z+y212,r<y<11. 
Б tA AHERN 


<k<99),y TR 1,2 
$. 10011 Hez Tatty. 


SIr ATYA ERA TH. 
э The R тун, тау 知 ,Thz H Туу. b REDARE r 
(mod7), X т'==— yt (mod7), f И (—y')*=1(mod7) , f — y 


(mod7), 即 
(тойт), X h 
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asas 


Жал, 1(mod7), 这 与 一 
EEEIEE YEDE ET y 
故 所 求 的 整数 对 (zy) 有 Cia = 10011 М. 


6.202 4 T,= |(r,y)|0< r< 18,0: 


Imod F Ж. 


(х,у)10<у< VE,0<x J 
I 


HTT UT: TNT: = (у 10 а /88.0<y< VIELA ir | RRR > ñ ik 
点 的 个 教 ,于 是 根据 容 斥 原理 ,有 
TH= TT UT; I 
=IT I+I T, —IT,QT I 


“Zaza r 


= [#738-192 36 一 202. 
аА) 

7. 设 此 三 角形 三 边 长 为 ryza Lya). 

由 题 意 得 O< г< у<г<100,г+г=2у,г+ у>. 

消去 = 得 0Sr<y<< 冯 十 50,y<2x. 作 出 满足 上 未 不 等 式 组 的 平面 区 城 , 时 然 平 而 
区 域内 整 点 的 个 数 就 是 要 求 的 三 角形 的 个 数 , 用 直线 r—k(ISk<9. R €N kU NF 
TERN: 

(DM АЗН, ЖН =k Еи АЖ ОЮ, ORR HDR 261) RRR, 
ETETE ELETED DESEN 

CEEE ETETE ESLI TETTERE 

£ 0 =$ 
(tg s0 13k e 2^' 


SAHR KR 工 一 ЕЖА СЕ А k+), 


下 +50), 共 50 一 


所 以 BASES 内 整 点 个 数 为 2033 十 32 十 11225. 

8601502), REE = Ж ЖЖ 561 十 1122 一 1683 +. 

8. 证明: 记 В(О,Ь), ЖФ р 2p, p: рым. (р; 为 不 同 因子 ,1 一 1,2,…，2008), 记 
А, ба 0), ЖФ а = [Cpi pipid ру-ру pse)" | j= 1,.2,--.2007. 
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й ЖН Ж Ж BIABI= JF Fa EN, ХАА, = 1а, а, | (1<i<j < 2007) 
是 个 整数 , 即 以 上 找到 的 2008 48 B.A, (j=1.2,--,200DF Ak — RF A FE, HM 
之 同 的 距离 均 为 整数 - 

э. 证 明 :对 坐标 平面 内 第 一 象限 内 的 格 点 (rvy), 当 x 十 y》 的 值 M 
相同 时 ,它们 处 于 同一 条 钙 线 上 (如 图 所 示 》。 

1++(1,1);2+*(1,2),3+*(2,1);4++(1,3),5++(2,2).6+»(3, 
1)$;7++(1,4),8++(2,3),9#=(3,2),10+5(4,1)09— 


ан-тан 3 лі o 
由 于 备 条 射线 上 的 格 点 的 个 数 为 1.2,3,4,…,n,… 而 各 条 料 ОНЕ 
REKER DA x 十 y 的 信 分 别 是 2,3,4,…,n 十 1,…, 一 方面 ,对 任意 的 aE N, ,有 


且 只 有 一 个 格 点 (rovy FB a. 另 一 方面 ,客站 (zsyo) 位 于 第 zy 十 on 一 1 RHR 
上 , 它 的 前 面 有 rty 一 2 АНА RRRA HITT == ba Fo, 
D(z 十 yo 一 2) 个 ,而 这 点 处 在 I， 十 yo 一 1 RHA E ro 个 位 置 上 ,所 以 它 的 序号 应 是 


ntet- Da =2. 


BOE AHF FEE ах яо сато DG + yy =2) =a, f 
(roy RNM 3 EME ERN, REE — ti. 

10. 解 ; 连 坐标 原点 O 及 点 M, 取 线段 OM 的 中 点 T(PX997,7PX997), 把 满足 条 件 
的 一 个 直角 三 角形 关于 点 了 作 一 个 中 心 对 称 变 换 , 即 把 点 (zx,y) 变 为 点 (PX1994 一 ,7P 
X1994 一 y) ,于 是 ,满足 题目 条 件 的 一 个 整 点 三 角形 变 为 一 个 与 之 全 等 的 整 点 直角 三 角 
形 , 三 角形 的 内 心 变 到 点 M, 真 角 顶 点 变 为 谷 标 原点 ,因此 ,所 求 整 点 直角 三 角形 的 个 数 ， 
只 需 考 虑 直角 顶点 在 坐标 原点 ,内 心 在 点 M 的 情况 即 可 。 

考虑 满足 上 述 条 件 的 整 点 RiAOAB( 如 图 所 示 ). 设 人 xOM= , f» 
В. ZOA = asa + = B: iB ЕН £ Ф, ang = 7, tana = tan 


(4 т) .于 是 直角 边 OA 上 的 任 一 点 的 坐标 可 写 [0 
第 10 
成 (4f,31)， 由 于 A 是 整 点 , 故 可 设 AG.30G6N.).WIOA|=5r, A ZyOB= и a B 


А 
1994P1594x7P) 


的 坐标 为 (一 3 ,41')(1EN,), 则 1OB| =5r ,直角 三 角形 的 内 切 国 半径 r= OMi=5 


21994, 
9 10А|=2.+ р',ОВ=2,+4 ,由 于 |1O41,|1OBj,r FA 5 的 倍数 , 则 正 整数 户 和 9 
都 是 5 的 倍数 ,利用 天 外 一 点 到 园 的 两 条 切线 长 相等 ,有 |AB| 一 Cr 十 p) 十 Cr 十 g》 
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+p tq. 
由 于 从 是 一 个 直角 三 角形 ,有 
0= AB*— OA? -OB = (2r+ p' +q) — (r+ p) — (2744) 2р 47 
可 得 pq =. 
WE LEN TRE + =2 9077 Xp. 


¥ p#2 Н p#997 时 ,有 条 XIIP х р*,# = 23 X 9977 Xp k E i=0.1, 


20го BA (fF) ахзхз=зв ажи MORON. ия, #= 
2 时 , (6) ехэ ватин. а p 一 997 ‚жия 4X5=20 组 不 同 
的 (有 序 ) 解 ， 
于 是 ,所 求 的 直角 三 角形 的 个 数 
36 3 p2 E p#997 时 ， 
5=118 当 p=2 时 ， 
20 ш р—997 m. 
бгз 格 点 的 染色 、 覆 盖 及 其 他 


1 由 格 点 多 这 形 的 面积 计算 定理 ,多 边 形 的 面积 521 x3+2—1— Ê, 
男 一 方面 , 取 点 A(0,0),B(1,4) 和 CC2,3), 则 人 ABC 内 有 页 个 格 点 , 且 信 ABC 的 面 
жет. 帮 所 求 的 面积 的 最 小 全 为 号 、 


2, 证 明 :假设 存在 格 点 是 五 廊 形 ,其 内 部 不 合格 点 , 因 格 点 是 多 边 形 的 面积 的 两 倍 是 
整数 , 故 存在 一 个 面积 最 小 且 其 内 部 不 含冤 点 的 整 点 是 五 边 形 ,不 妨 设 为 ABCDE. 

又 根据 整 点 的 奇 情 性 ,可 将 整 点 分 为 四 类 :( 奇 , 奇 ),( 童 , 偶 ),( 偶 , 奇 ),( 偶 , 偶 )， 则 
A1B,C,D,EE 中 有 两 点 属于 同一 类 ,不 妨 英 中 有 一 个 点 是 和 ,如 果 六 一 点 是 DRE 
HKH DM AD 中 点 为 格 点 * 且 它 在 五 边 形 内 部 ,矛盾 . 

RE RE BHC, FHRA BR AB 中 点 M 也 为 格 点 , 则 四 五 边 形 BCDEM 是 
将 点 凸 五 边 形 , 且 它 的 内 部 不 含 格 点 ,其 面积 也 小 于 ABCDE 的 面积 ,这 与 ABCDE 面积 
的 最 小 性 矛盾 . 

所 以 假设 不 成 立 , 故 所 有 的 格 点 凸 五 边 形 内 部 都 存在 一 个 格 点 . 

3. 证 明 : 取 一 个 方 格 纸 上 的 结 点 为 原点 建立 直角 举 标 系 ,使得 方 格 级 上 所 有 的 结 点 
HABA. 


于 是 闭 折线 的 每 个 顶点 (. Ji 一 1],2,… ,2 的 横 、 织 坐标 均 为 整数 - 
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ПЕНИЯ, ДИВАЕВ ЊЕ КИ ЮОЕИЖЯ FRR z 十 x: 十 … 十 x 
Hytty 0 Hy il) 
(D£ R 4k+2 的 形式 
这 时 ,x; 和 >》 EDAR НЕЕ п ЖЖЖ О, KN RRR. 
(DF cC 具有 4 十 1 的 形式 
这 时 ,T, 与 y, HR BEF rty 是 青 数 , 又 (zi 十 yt) 十 (zy 十 加 ) 十 … 十 ( 工 十 
OKEn ARK. 
DP RH Ak 的 形式 . 
这 时 ,x 和 y, 是 偶数 , 设 2 RRR r ty 都 可 被 其 整除 的 2 的 最 高 方 雷 ,这 时 在 


аус 1,2, wn) 的 两 边 ,同时 除 以 2' ,就 可 化 为 ну 要 么 同 为 奇数 ,或 为 一 
奇 一 偶 的 情形 , 即 情 形 (1),(2), 此 时 靖 亦 为 偶数 . 

综 上 刷 为 偶数 . 

4. 为 了 说 话 方便 ,将 "在 内 部 或 在 周 界 上 "统称 为 "在 … 中 ”, 用 反 £ 


证 法 ,假设 结论 不 成 立 . 我 们 考 卡 结论 不 成 立 的 兵 有 最 小 面积 S 的 本 7 

F ih # ABCDE, # # Ф А,В,С, DIE, X ABCDE 的 "内 ”五 边 形 , 首 4 À 
REN SACD, 中 的 所 有 整 点 , 除 A， 外 ,只 可 能 在 C1D， 上. 事实 上 ， Feo 
如 果 在 AAC,D, PR А Ж,ЕЖЕА КЖС, R.B 5 RAN J> 


KBCDE 的 “内 "五 边 形 在 ABCDE. PERAH A fs S 的 最 小 ГАФ 
яж. al А 


MA ДАВС, ABCD. ACDE. ADEA, AEAB 中 选 出 面积 最 小 的 一 个 , 设 为 人 ABC. 
于 是 A 到 BC 的 距离 不 大 于 D 到 BC 的 距离 ,C 到 AB 的 距 高 不 大 于 到 AB WEK, 4 
Kik ABCO 为 平行 四 这 形 的 点 O 〇 , 则 〇 位 于 人 AB,C 之 中 ,上 且 由 A,B,C 为 整 点 知 C) 为 整 
点 ,而 且 前 面 的 证 明知 O FE AACD 内 部 ,也 不 在 人 CA1E 内 部 , 即 知 O 在 
ABCDE, Ф.х УБИТ. 

S, 证明 :将 一 {(x,y)|z,yEZ,lz| 之 |y|} 中 的 点 桨 成 红色 ,将 T= (Carly 
EZ,lr|<<|y|) 中 的 点 桨 成 蓝 色 , 则 将 平面 上 所 有 档 点 都 桨 成 红 、 蓝 两 色 之 一 

对 于 任意 平行 于 y 轴 的 直线 x 三 1(1E 民 ), 若 1 区 ZZ, 则 此 直线 上 不 含 任何 红 点 ， 

着 4EZ, 则 此 直线 上 的 红 点 形 如 (ty),( 这 里 y 是 绝对 值 不 大 于 ! 的 整数 ) ,故此 直线 
上 红 点 仅 有 有 限 多 个 - 

同 理 , 任 一 平行 于 工 轴 的 直线 上 仅 有 有 了 超 多 个 蓝 点 . 
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